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RESUMO: Este estudo teve como objetivo investigar eventuais diferencas em resolugdes de equagdes e problemas algébricos

do primeiro grau, em fungao de uma sequéncia didatica proposta com uma balanga de dois pratos como um artefato
didatico no processo de construgao da equivaléncia algébrica e da compreensao do conceito de incognita. Para tanto,
dois grupos foram constituidos: o Experimental, submetido a referida sequéncia; e o Controle, submetido a
metodologia habitualmente usada. A comparagdo entre o pré-teste e o pos-teste, intra e inter grupos, tanto nas
equagdes, como nos problemas, indicaram que o grupo submetido a sequéncia proposta, utilizando a balanga de dois
pratos, obteve um desempenho significativamente melhor no que diz respeito ao procedimento algébrico. Este
resultado sugere ser este artefato cultural, juntamente com a sequéncia apresentada, um facilitador para a
compreensao do sinal de igual e sua implicacdo para a ministracdo desta disciplina cientifica.

Palavras-chave: Algebra elementar. Equivaléncia algébrica. Balanga de dois pratos. Didatica da matemaética. Educacéo

matematica.

ABSTRACT: The purpose of this study was proceed an evaluation of eventual performance differences on algebraic

problems and equations solving skills in function of a didactic sequence for introduction to the elementary algebraic
conceptual field of action, utilizing a balance scale as a teaching artifact in the process of sense construction on the
algebraic equivalence principle. For that, two groups were constituted: Experimental, submitted to the referred
didactic sequence, and Control, submitted to the usual mathematics works proposed by the school. The data, before
and after tests, had shown, in terms of exams hits rate profile, that Experimental group had a better performance in
terms of algebraic procedure as much in equation as in problems. These results suggest that the utilization of the
balance scale and the referred sequence can bring benefits to the comprehension of equal sign and its implications

bringing helps to the ministration of this scientific discipline.
Keywords: Elementary algebra. Equivalent algebraic. Balance scale. Didactic of mathematic. Mathematics education.

Consideragoes iniciais

Muitos estudos tém sido feitos no
contexto de sala de aula a respeito da pratica do
dia a dia do professor de matematica, resultado
de um movimento no ensino, advindo da
reforma educativa datada dos anos 60, que
ocorreu na area da didatica, nos Institutos de
Investigagao acerca do Ensino das Matematicas
(IREM), criados na Franca. Diante do tempo
decorrido destes estudos; tantas pesquisas
feitas; e tanta compreensao dos processos por
que passam os alunos podemos ainda nos
perguntar por que os alunos ainda tém
dificuldades para aprender? (GROSSI, 2003).
Estes estudos abarcam uma verdadeira
cooperativa tedrica, da qual fazem parte
diversos autores como, Piaget, Vergnaud,
Brousseau, Chevalhard e Douady, entre os

mais conhecidos. Esta cooperativa tedrica
nomeia-se Teoria das Situagdes Didaticas
(TSD). Este trabalho tem como fundamentagao
esta perspectiva.

Para a TSD, o ensino e a aprendizagem
sao parte da situacao didatica que é bastante
complexa. Para considerar todas as variaveis da
situagao didatica, a TSD considera uma
abordagem relacional, em que o processo €
representado como um tridngulo, no qual cada
vértice representa, respectivamente, 0
PROFESSOR, como agente transmissor do
conhecimento e organizador do saber; o
ALUNO, como aquele que passa pela
experiéencia de  aquisicio de  novos
conhecimentos; e a especificidade do
CONTEUDO a ser transmitido. Esta situacio
criada por estes trés elementos que a compdem
é permeada pelo tempo da aprendizagem.
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O conteudo com o qual o aluno entra em
contato na sala de aula € o resultado de um
longo percurso; desde o saber historicamente
consagrado, objeto de publicacdes cientificas,
até o saber escolar. Este processo que o saber
percorre ¢ gerador de deformacoes, de
esfacelamentos, de simplificagdes, de recortes, a
fim de facilitar sua enunciagao como programa
escolar, e sua apropriagao pelo aluno.
Chevallard (1985) afirma que este processo, a
transposicdo diddtica, requer que o saber seja
descontextualizado e recontextualizado,
quando em uso. Ele é descontextualizado,
quando o professor em sua exposicao,
generaliza o saber, abstraindo-o das condicoes
particulares que lhe deram origem, integrando-
0 a modelos coerentes, a fim de explicitar os
conceitos subjacentes a ele relacionados. Ele é
recontextualizado, quando, por seu turno, o
aluno lhe atribui um significado (ou sentido)
especifico, dentro da gama de conhecimentos
que ja possui, de forma a integra-lo.

A relagao professor-aluno leva ao contrato
diddtico (BROUSSEAU, 1996). A idéia é de que
existem regras e regulamentos que regem as
instituigbes sociais e consequentemente as
relagOes estabelecidas entre o professor e o
aluno que pré-existem a esta relagao. Este tipo
de contrato didatico nao é, na maioria das
vezes, explicitado na situagao didatica, mas tem
forte influéncia sobre o processo de ensino-
aprendizagem. Este contrato implicito muitas
vezes sO € posto em evidéncia quando é
transgredido, seja pelo professor, seja pelo
aluno. Este contrato, que nao é negociado pelo
processo, pode causar inumeras resisténcias em
ambas as partes, principalmente por parte do
aluno, traduzindo-se em dificuldades na
aprendizagem. A proposta da TSD ¢ a
negociagao deste contrato que tem sempre por
objetivo um alvo a ser atingido: a aquisicao de
um novo conhecimento. Este contrato deve ser
renegociado cada vez que ¢ atingido um alvo
(parte do contrato), delimitando etapas do
processo. Ele define implicita ou explicitamente
as regras de funcionamento dentro da situagao,
como a distribuicado de responsabilidades;
determinagao de prazos para diferentes
atividades; permissdao ou proibicao do uso de
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determinados recursos de acao; etc. Diferentes
agoes foram discutidas e negociadas com os
alunos como parte do contrato didatico
estabelecido, que veremos na descrigao da
sequéncia proposta.

A relacao aluno-conteudo leva a nocao de
campos conceituais de Vergnaud (2003, 1997,
1992). Campo conceitual ¢é definido por
Vergnaud (2003, 1997, 1992) como um conjunto
de situagées cuja manipulagdo requer uma
variedade de conceitos, de procedimentos e de
representacoes simbolicas interligadas entre si.
Segundo este tedrico nao se pode falar em
aprendizagem no infinitivo, mas de
aprendizagem da matematica, aprendizagem
de fisica, e assim por diante. Mais
especificamente, para ele é ainda inadequado
falar da aprendizagem da matematica,
devendo-se pensar em um campo conceitual
restrito dentro da matematica, como a algebra
que se relaciona, por sua vez, com outros
campos conceituais, como as estruturas
aditivas; as estruturas multiplicativas, etc.
Sobre um campo conceitual, faz-se necessario
conhecer os invariantes logicos que o constitui,
além disso, tal campo conceitual deve ser
apresentado ao aluno a partir de uma classe
diversificada de representacdes que requerem
os invariantes em questao. Estas representagoes
sao consideradas em toda a sua complexidade
como uma combinacao de tarefas apresentadas
ao aluno, cuja natureza e obstaculos devem ser
bem conhecidos pelo professor. Com base no
conhecimento da construcao do saber pelo
aluno, e no conhecimento da complexidade das
tarefas propostas em sala de aula, surgiu a
nogao de engenharias didaticas, proprias a cada
campo conceitual, que tem por objetivo criar
tarefas (etapas), em uma sequéncia diddtica, para
levar o aluno a superar os obstdculos diddticos
(BACHELARD, 1996) relacionados a
construcao do conhecimento. Neste trabalho
propomos uma sequéncia didatica a fim de
vencer os obstaculos relativos a dalgebra
elementar.
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Estudos no campo conceitual da Pré-algebra
ou, algebra elementar

Coxforde, A. F & Shulte, A. P. (1995);
Lins, R. C. & Gimenez, J. (1997) afirmam que a
algebra é um campo conceitual bastante
complexo. O problema que se impde ¢ a
preocupac¢ao em realizar uma didatica de sala
de aula rica em problemas, cujos contetdos
sejam significativos para o aluno, isto é, uma
didatica que trabalhe com problemas concretos.
Eles partem do principio de que se deve
ensinar a algebra através da modelizacao de
problemas; da generalizacao de problemas, etc.
Problemas do dia a dia podem ser fonte de
problemas concretos. Também o campo de
experiéncia dos numeros naturais ou das
figuras geomeétricas, podem se tornar a fonte de
problemas concretos, dependendo da
experiéncia dos estudantes. Ainda outra
possibilidade mais recente é o uso dos objetos
de aprendizagem (instrumentos
computacionais) no estudo da algebra
(NUNES, 2005; HAN; CHANG, 2007; CASTRO-
FILHO et al., 2003).

Boero (1996) faz uma distingao entre duas
situagdes: i) aquela nas quais se apresentam
problemas didrios em diferentes dominios, a
fim de proporcionar significados especificos
quanto ao conteudo; ii) aquelas nas quais se
escolhe um campo de experiéncia e o torna
objeto de uma investigacao sistematica em sala
de aula. Segundo ele, no primeiro caso, os
estudantes tentam transferir, analogicamente, a
experiéncia com um problema, para outros
problemas, ou a estrutura matematica
organizada na situacao anterior, para outra
situacdo. O fracasso neste processo muitas
vezes nao deixa alternativa para o estudante, e,
nestes casos, torna-se dificil apreender o
significado da ajuda dada pelo professor. Por
outro lado, quando os alunos se deparam com
o segundo tipo de situagdes, ou seja, com um
aprofundamento em um campo de experiéncia,
os problemas sao levados a um nivel mais
profundo de  exploragao, levando a
compreensao das nogoes subjacentes por tras
da resolu¢ao de problemas. A sequéncia que

serd descrita se enquadra dentro do segundo
tipo de situagao.

Alguns autores chamam a passagem de
uma resolugao aritmética para uma resolucao
propriamente algébrica, a passagem de uma
operacao processual para uma operacao
estrutural (KIERAN, 1992). Segundo a autora,
se exige do aluno um processo rapido de
passagem entre a aritmética para a algebra que
levou séculos para se concretizar na historia:
em aritmética, a meta € encontrar a solucgao de
uma série de operagdes de um lado e
apresentar o resultado do outro lado do sinal
de igual. Por outro lado, a equacao algébrica ¢
uma representacao estrutural que envolve uma
nova maneira de representar o sinal de igual,
como a equivaléncia de operagdes em ambos os
lados do sinal. Em Kieran (1995) a autora
argumenta que a passagem aritmética/algebra
demanda um tempo consideravel longo, e que
os alunos deveriam ir se familiarizando com
estas duas disciplinas a fim de compreender a
diferenca entre as duas formas de
procedimentos.

Com o objetivo de levar os estudantes a
conceber equagoes (do tipo ax £ b = cx £ d)
como relacao de equivaléncia de operagoes,
mudando a nocao do sinal de igual, Kieran
(1981) realizou uma experiéncia com 6 alunos
de 12 a 13 anos, na qual pediu para os
estudantes criarem identidades aritmética com
uma operagao de cada lado; com duas
operagoes; e depois com varias operagoes com
ambos os membros da equagao. Em seguida,
ela trabalhou sobre estas identidades aritméticas,
pedindo aos sujeitos para substituir um dos
numeros por um quadrado, e finalmente por
uma letra. Em todo o processo ela solicitava ao
aluno para justificar o sinal de igual. Segundo
ela, esta tarefa favorece uma mudanca da
concepgao do sinal de igual como um simbolo
que separa resultado, para uma concepc¢ao de
um simbolo que separa operacoes. No primeiro
caso o processo aritmético, notadamente quando
auxiliado por maquina de calcular; no segundo
caso, o processo algébrico, com uma visao do
sinal como um conector de operagoes
equivalentes.
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Os métodos utilizados para resolver
equacoes que tém sido apresentados em
diferentes pesquisas sao classificados por
Kieran (1992) como: i) uso de fatos numéricos (2 +
x = 5, sabe-se que 2 + 3 = 5); ii) técnica de
contagem (2 + x = 5, conta-se 2, 3, 4, 5 e nota-se
que é preciso 3 para chegar a 5); iii) cover up (2x
+9=>5x .. 9=3x, porque 2x + 3x = 5x, assim, X
= 3); iv) trabalhar de frente para trds 2x +4=18 ..
2x + 4 - 18 = 0); V) ensaio-e-erro; Vi) transposicio
(mudanca de lado/ operagao inversa); vii)
realizacdo da mesma operagdo em ambos os lados da
equacdo.

Os ultimos dois métodos tém sido
considerados métodos formais, sendo a
transposi¢ao considerada uma abreviagao da
mesma operacdo em ambos os lados da
equacao. No entanto, o método da
transposicao, preferido pelas escolas, nao leva a
nogao da equagao como um objeto matematico,
pois usando este método, os alunos estao
apenas aplicando uma regra: mudanga de lado,
mudanca de sinal. Em Kieran (1992)
encontramos estudos que mostram que o0s
estudantes tendem a manipular equagdes sem
pensar, automaticamente, usando a regra de
mudanga de lado, mudanca de sinal. Tais
estudantes ndao revelam conhecimento da
estrutura subjacente a manipulacdo que eles
realizam.

Wheeler (1996) tem observado, no
comportamento dos estudantes, como a
aritmética e a algebra parecem ser dois sistemas
isolados. Acredita que o desafio da aula é nao
apenas construir conexao aritmética/algebra,
mas  também = vivenciar a  conexao
algebra/aritmética, ou seja, desenvolver a
habilidade de mover para trds e para frente o
processo de ensino, entre a concepgao
processual e a concepgao estrutural.

Preliminarmente, quando a 4lgebra ¢é
introduzida  para  resolver  problemas
aritméticos, ela é usualmente vista como mais
complexa pelos alunos do que a solucao
aritmética, porque nas expressoes mais simples
do tipoa+x=b; ax=beax+b =c asolugao
algébrica nao oferece beneficio o6bvio. No
entanto, a é\lgebra, por ser um instrumento
poderoso, deve ser vista como um caminho
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para resolver problemas que nao poderiam ser
facilmente resolvidos pela aritmética. Enquanto
na solucao de problemas aritméticos o aluno se
utiliza de conhecimentos implicitos, teoremas em
acio (VERGNAUD, 1988) e nao se da conta
deles; na solucao algébrica existem regras e
algoritmos (ou quase-algoritmos) explicitos
com 0s quais 0 aluno se depara, que consistem
em relaces entre valores conhecidos e
desconhecidos. No entanto, ao se deparar com
operagdes em ambos 0s membros da equagao
ha trés dimensdes a ser consideradas: i)
explicito/implicito; ii) linguagem
simbolica/linguagem natural; iii)
algoritmos/heuristicas. =~ No  entanto tal
passagem nao pode ocorrer sem que se
introduzam  conceitos  poderosos  como:
incognitas e equagoes; varidveis e fungoes;
sistemas de equagdes, etc.

Neste trabalho nos preocupamos em
como o aluno concebe problemas que levam a
generalizacao (a algebra compreendida como
uma generalizagao da aritmética); em como o
aluno modela equagoes com base em situagoes-
problema na balanga; em como o aluno formula
equagdes criadas a partir de problemas
proximos, e posteriormente distantes da
situacdo da balanga; passando pela volta a
criacdo de expressoes aritméticas, trabalhando
a substituicio de numeros por letras e
trabalhando a nogao do sinal de igual; e por
fim, em como o aluno aprende a resolver as
equagoes anteriormente modelizadas.

Trabalhos com a balanca de dois pratos como
suporte instrucional

Diversos autores tém enfocado atividades
matematicas envolvendo o uso da balanca de
dois pratos, seja em termos de analise etnografica
voltada para a atividade natural de compra e
venda em feiras livres, ou como ferramenta
auxiliar no ambito de iniciativas didaticas de
introducado a 4lgebra elementar (FILLOY;
ROJANO, 1984, 1985, VERGNAUD; CORTES,
1986, CORTES; VERGNAUD; KAVAFIAN, 1990,
CARRAHER; SCHLIEMANN, 1988,
SCHLIEMANN; SANTIAGO; BRITO LIMA,
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1992, MEIRA, 1996, DA ROCHA FALCAO, 1995,
DA ROCHA FALCAO et al., 2000).

Nas situagdes especificamente didaticas, a
balanga tem sido usada por alguns dos autores
como, por exemplo, Filloy e Rojano (1985). Os
autores realizaram entrevistas pedagdgicas em
trés classes de sala de aula, com alunos de 12 a
13 anos que ja sabiam resolver equagdes do tipo
x + a=Db e do tipo ax £ b = ¢, que chamaram
equagoes aritméticas; mas que ainda nao haviam
aprendido equagdes do tipo ax £ b = cx, nem do
tipo ax £ b = cx £ d, que chamaram equagoes
algebricas. Os autores mostraram que o uso da
balanga e o modelo de area geométrica nao
foram suficientes no sentido de proporcionar
aos sujeitos meios para que eles operassem ao
nivel simbolico, em equagdes com duas
incognitas. Os alunos produziram os
conhecidos erros de confundir coeficientes com
incognitas, e, além disso, tiveram dificuldades
em abandonar os modelos prévios e de
relaciona-los com operagoes algébricas.

Ao contrario, Vergnaud e Cortes (1986) e
Cortes, Vergnaud e Kavafian (1990)
argumentaram que a apresentacao de
situagOes-problema, usando a balanca de dois
pratos é extremamente util para a introducao
da algebra, auxiliando o aluno a vencer dois
obstaculos que interferem significativamente na
compreensao da algebra na escola: i) a operagao
sobre incognitas; ii) a utilizacdo de uma nocgao
de equilibrio experienciada pela balanca, que
pode ser transposta para equagdes, ajudando
na distingdo dos significados anteriormente
atribuidos pelos alunos ao sinal de igual. Neste
estudo, o uso da balanca foi utilizado no
primeiro ano da pesquisa apenas para a
introdugao a algebra, ja que uma das limitagGes
da balanga é nao lidar com solugdes negativas.
O obstaculo didatico que o0s autores
perceberam foi a concepgao de que o sinal de
menos se refere a uma subtracao de uma
quantidade positiva, e ndao a inversao de um
numero positivo, com base na equivaléncia
algébrica. Para apresentar problemas de
solucdes negativas, onde as incognitas sdao
resultados de transformacdes, relacoes ou
coordenadas, os autores utilizaram o modelo
de mudancga de temperatura. Esta mudanga do

modelo para cada situagao indica que a balanca
¢ um dos recursos validos para a compreensao
de alguns aspectos do campo conceitual
algébrico, tais como equivaléncia e incognita,
mas seu uso € restrito apenas a estas situagoes.

Reconhecendo as limitacoes do uso da
balanca, Da Rocha Falcao (1995), prop6s, uma
sequéncia didatica que teve como objetivo
trabalhar sobre 0s teoremas-em-agao
(VERGNAUD 1988) dos sujeitos relativos a
nogao de equivaléncia dos “pesos” na balanga,
tal qual € vivenciada no dia-a-dia.
Diversamente da proposta piagetiana, que vé a
funcdo simbdlica e as ferramentas culturais
como subordinadas as estruturas operatorias,
recorreu a (VERGNAUD, 2003, 1997, 1992,
1988), que vé nas ferramentas culturais, nos
contextos de atividades especificas e nas
representagbes  simbolicas, um  papel
constitutivo no desenvolvimento cognitivo,
constituindo-se tais metaforas, como a da
balanga, em “pontes” entre conceitos
espontaneos e cientificos (VYGOTSKY, 1984).
No entanto, deve-se ressaltar que para o autor o
uso da metafora é limitado, devendo ser
abandonada tao logo cumpra sua fungao, dado
que os amplificadores culturais nesta situagao
(no caso, a balanga) nao sdo a coisa real em si,
mas andaimes cognitivos (DA ROCHA
FALCAO, 1995).

A conclusao em relagao a utilidade do
uso da balanga é que ela é um recurso didatico,
dependendo do uso que dela se faca nas
atividades de sala de aula. Estudos mostram
que ela é util para trabalhar a nogao da
equivaléncia entre os membros da equagao, e
consequentemente, ampliar o conceito do sinal
de igual como uma relagao (a ser mantida) e
nao como um resultado de um calculo
aritmético; além de favorecer ao aluno lidar
com valores desconhecidos, isto ¢, incdgnitas
(CARRAHER; SCHLIEMANN, 1988,
SCHLIEMANN; SANTIAGO; BRITO LIMA,
1992, VERGNAUD; CORTES, 1986, CORTES;
VERGNAUD; KAVAFIAN, 1990, DA ROCHA
FALCAO, 1995, DA ROCHA FALCAO et al,
2000). Ainda, a balanga é um instrumento capaz
de trabalhar a modelizagao de problemas
concretos, visando situagdes proximas e
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distantes da pesagem na balanga real. Enfim,
permite trabalhar noc¢bes de equilibrio e de
incognitas, constituindo-se numa ponte entre o
conhecimento espontaneo, que é construido,
alheio ao curriculo escolar, e o conhecimento
formal, que se desenvolve dentro do curriculo
oficial na escola (VYGOTSKY, 1984).

O problema que nos colocamos neste
trabalho foi saber se a exploragao da atividade
do aluno abordando alguns pontos (nogao de
equivaléncia e de incognita) realcados pelos
diversos professores/pesquisadores em relacao
ao estudo da algebra com a balanca de dois
pratos -- ao contrario de um
ensino/aprendizagem  formal
proporciona diferencas sistemdticas ou nao
casuais, verificadas no resultado do processo.
Para tanto, tivemos o cuidado de controlar as
variaveis do processo possiveis de serem
controladas. O objetivo foi verificar, ao fim do
processo, o procedimento (Costa, 1988) adotado
para a resolugao de equagdes e problemas A
hipotese de trabalho foi de que os alunos do
grupo experimental adotariam um
procedimento mais algébrico do que o grupo
controle.

usual -

A sequéncia didatica proposta

Baseada em Da Rocha Falcao (1993; 1995;
1996) e descrita em Costa (1998), a sequéncia
didatica utilizou a balanca de dois pratos, sacos
de alimentos e pesos de diversos quilos e
gramas. Além disso, foram utilizadas folhas
proprias  para  exercicios  denominadas:
representacdo grdfica da balanga, representagio
grdfica da equagdo, representacdo grifica do sinal,
como suportes didaticos. O objetivo foi facilitar
a compreensao do sinal de igual nao como um
resultado, mas como uma opera¢do; assim
como a transposicao das situagoes propostas na
balanca para o papel, ao mesmo tempo,
enfatizando a nogao de incognita, e nao
desprezando a equivaléncia algébrica. A
sequéncia proposta transcorreu a partir de
etapas que serao resumidas a seguir:
ETAPA 1 - O objetivo desta etapa foi criar uma
situacao de compra e venda na feira, na qual a
experimentadora era a vendedora e criava
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cenas didaticas (onde um aluno era chamado a
participar), apresentando situagées na balanga,
que iam sendo representadas conforme o
problema  proposto. Nesta etapa foi
estabelecido o contrato diddtico (BROUSSEAU,
1996), cujo objetivo era tirar pesos iguais em
ambos os pratos para a balanca permanecer em
equilibrio, com o objetivo de descobrir o valor
dos sacos de alimentos apresentados em seis
situacoes:

SIT 1 - Marcio (nome do aluno que representou
a cena) foi a feira comprar um saco de feijao
para sua mae. Quanto pesava este saco?
Representacao proposta pela examinadora na
balanga: a = x, onde a = 1 Kg e x = um saco de
feijao conforme a figura 1:

Figura 1: primeira situagdo apresentada na balanca

Aqui se instaura a situagao canonica, de
maneira que, se o aluno parte do conhecimento
da nogao de equilibrio na balanca, sabera que o
saco de feijao em um prato da balanca pesa
tanto quanto o peso no outro prato.

SIT 2 - A mae de Marcelo (nome do aluno que
representou a cena) pediu para ele comprar um
saco de arroz para ela. Sua tia aproveitou a
oportunidade e pediu para que ele comprasse
um saco idéntico para ela também. Quanto
pesava cada saco de arroz?

Representacao proposta pela examinadora na
balanca: a = 2x, onde a =2 Kg e x = um saco de
arroz conforme a figura 2.

& LI

Figura 2: segunda situagao apresentada na balanga
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Nesta situacao, além do teorema-em-acio
(VERGNAUD, 1988) relacionado a nocao de
equilibrio na balanca, a crianca precisara
utilizar o  esquema  das  estruturas
multiplicativas simples de proporcionalidade,
para deduzir o peso de um saco, a partir do
conhecimento do peso dos dois sacos.

SIT 3 - Antonio (nome do aluno que
representou a cena) foi ao mercado comprar
um saco de sal para sua mae. Quanto pesava o
saco de sal?

Representacao proposta pela examinadora na
balanga: a = x + b, onde a = 500g e b = 200g x =
um saco de sal conforme a figura 3:

Figura 3: terceira situagdo apresentada na balanca

Nesta representacdo instaura-se uma
situagao diferente daquela encontrada nas
feiras livres, onde o saco de alimento que se
quer conhecer o peso coloca-se lado a lado com
um peso de 200g. Antonio argumentou que a
experimentadora estava roubando, pois estava
acrescentando 200g ao peso do alimento e
podia cobrar mais pelo sal do que o que ele
realmente pesava. Neste caso, a examinadora
tirou as 200g do lado do saco de sal e
perguntou se a balanga se mantém em
equilibrio. Ao ser respondido que nao,
perguntou: “se estivesse em equilibrio quanto
pesaria o saco de sal?”. Ao ser respondido 500g,
perguntou se o sal pesa mais ou menos que
500g. Os alunos responderam que o sal pesa
menos. A pesquisadora perguntou, entao, qual
seria a solugao, e os alunos responderam que
seria necessario encontrar um peso do mesmo
peso do saco de sal, e passaram a procura-lo
entre os pesos existentes, um que satisfizesse a
condi¢ado. Em ndo encontrando (esta nao
equivaléncia entre o peso do saco de sal e um
peso, € proposital), e confrontados com a
necessidade de resolver o problema, a
examinadora levou-os a pensar, se tirando 200g

dos 500g do peso dado, poder-se-ia saber
quanto valia o saco de sal. Os alunos fizeram as
contas de cabecga e acharam o valor de 300g. Os
alunos deram um passo cognitivo importante,
no sentido da realizacaito de operagdes
mentalmente, em cima da hipotese de
subtracao necessaria para restaurar o equilibrio
na balanga.

SIT 4 - Fulano (nome do aluno que representou
a cena) estava em casa, quando todas as suas
trés irmas resolveram comer pipoca. Cada uma
pediu para ele comprar um saco de pipoca para
ela. Quanto pesava cada saco?

Representacao proposta pela examinadora na
balanga: a + x = 2x, onde a = 100g e x = um saco
de pipoca conforme a figura 4.

Figura 4: quarta situagao apresentada na balanca

Aqui um obstaculo didatico se
apresenta: o fato do aluno ter de eliminar de
ambos o0s pratos um objeto de peso
desconhecido e ndo, conhecido, como os 200g
da situacao anterior. A examinadora chamou a
atencao para o fato dos valores desconhecidos
serem idénticos em ambos os pratos da balanga,
isto é, os dois sacos de pipoca. Em seguida
perguntou se tirando um saco de pipoca de um
lado e do outro, a balanga permaneceria em
equilibrio. Como os alunos responderam que
sim, acredita-se que eles deram um passo no
sentido de realizar operagdes com incognitas.

SIT 5 - Seu Manoel resolveu comprar trés sacos
de aguicar para dar as suas trés filhas. Quanto
pesava cada saco de agucar?

Representacao proposta pela examinadora na
balanca: a + x =b + 2x, onde a=50g , b = 20g e x
=um saco de agticar conforme figura 5.
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& 0,800,

Figura 5: quinta situacao apresentada na balanca

Nesta situagao e na seguinte, os dois obstaculos
didaticos anteriores (SIT 3 e 4), estao presentes
numa mesma situagao, ou seja, a necessidade
de realizar uma opera¢ao mental de subtracao
de 50g menos 20g, e a necessidade de operar
mentalmente com valores desconhecidos
(incognitas) na operagao.

SIT 6 - A mae de Claudio (nome do aluno que
representou a cena) pediu para ele comprar um
saco de farinha e um saco de feijao. Sua tia
pediu para ele comprar a mesma coisa para ela.
Sua irma que estava 14 na sua casa também
pediu para ele comprar dois sacos de farinha
para ela, do mesmo peso do de sua mae e do de
sua tia. Quanto pesa cada saco de farinha?
Representacao proposta pela examinadora na
balanca: a+x +y =x+y+2x + b, onde a = 500g,
b = 100g, x = saco de farinha e y = um saco de
feijao conforme figura 6.

Figura 6: sexta situagdo apresentada na balanca

Esta é a situagdo mais complexa
apresentada. Aqui os alunos além de operar
com dois valores desconhecidos (os dois sacos
de farinha; dois sacos de feijao), tiveram que
realizar operagoes de subtracao mentalmente (a
subtracao de 500g menos 100g); e por fim, para
encontrar o peso do saco de farinha, tiveram
que realizar operagdes multiplicativas simples
de proporcionalidade (dois sacos de farinha é
igual a 400g, logo cada saco de farinha vale
200g).
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ETAPA 2 - Esta etapa foi o primeiro
passo para a habilidade da escrita algébrica.
Estabelecemos o contrato didatico a fim de
modelizar as seis situagdes anteriores, em folha
propria, sem, no entanto, resolve-las.

As equagoes foram esquematizadas na
folha de representacdo grifica da balanca, usando
um simbolo qualquer para representar os sacos
de alimentos, deixando-se a necessidade de
representar sacos de alimentos diferentes com
simbolos diferentes, e ao contrario sacos de
mesmo elemento por um mesmo simbolo.
Como os alunos tentaram desenhar os sacos,
sugerimos que eles representassem os sacos por
triangulos, quadrados e circulos. A figura 7
apresenta a representacao grafica da balanga:

.|
Il

Figura 7: Representacao grafica da balanga

O objetivo de levar o aluno a representar
de um modo qualquer os
desconhecidos foi compreender o carater
simbolico utilizado na algebra, isto é, a nocao
de incognita.

valores

ETAPA 3 - Esta etapa foi realizada apds
analise do resultado dos trabalhos da etapa
anterior. De posse destes trabalhos, a
examinadora chamou alguns alunos que
sentiram  dificuldades no  tocante a
representacdo de valores e incognitas a fim de
modelar novamente as equagdes com todo o
grupo, com base no acordo de utilizar figuras
geométricas, para facilitar a representacao
simbdlica da situagao. Para surpresa da
examinadora a maioria dos alunos criou as
equagdes no quadro sem dificuldades. Quando
mais de um aluno davam respostas diferentes,
eram chamados para resolvé-las. As diferencas
iam sendo trabalhadas por todo o grupo.

ETAPA 4 - Nesta etapa os alunos
trabalharam com a folha de representagio grifica
da balanga, oito problemas de estrutura
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algebrica semelhantes as equagoes
anteriormente esquematizadas. Foi refor¢ado o
acordo estabelecido na ETAPA 2, ou seja, o de
postergar o resultado dos problemas para outra
etapa do processo. Os problemas foram
copiados no quadro pela pesquisadora para
todo o grupo. Abaixo segue um exemplo de
problema apresentado. Observe, porém, que o
problema nao explicita uma pergunta,
propondo, simplesmente que seja representado:

PROB 1 - Pedro foi a feira comprar 4kg de
farinha. Paulo foi também e pediu 2 sacos de
arroz. Sabendo que o peso das compras de
Pedro foi equivalente ao peso das compras de
Paulo, represente o problema de um jeito que
vocé ache que ajude a resolvé-lo, na folha de
resposta.

PROB 5 - Flora era muito vaidosa e cuidava
muito bem de suas roupas. Ela tinha uma
gaveta cheia de blusas que ela arrumava todos
os dias. Tinha mais outra gaveta cheia de saias,
e mais 5 sapatos diferentes. Daniela tinha
também uma gaveta com a mesma quantidade
de saias que Flora, mais 2 gavetas cheias de
blusas, de mesma quantidade da de Flora.
Daniela tinha ainda 3 sandadlias diferentes.
Sabendo que a quantidade de pecas de
vestudrio de Flora era a mesma que a
quantidade de Daniela. Represente o problema
de um jeito que vocé ache que ajude a resolver.

Os problemas foram explorados de forma
que fosse entendido que Pedro e Paulo, no
caso, compraram objetos de mesmo peso e que,
portanto, o peso dos objetos era equivalente e
poderia se constituir cada um, em um lado da
representacao grafica da balanca. Além disso, a
examinadora pediu para os  sujeitos
representarem a relagao aditiva dos elementos
comprados em cada lado da representacio grdfica
da balanga com o sinal de mais.

ETAPA 5 - Nesta etapa os alunos foram
levados a esquematizar em folha de representagio
grifica da equagdo, cinco problemas com
conteudos  semanticamente  distantes da
situagdo de pesagem na balanca, nao mais
mencionando o contexto da feira, mas outras
incognitas criadas em outros contextos, porém
que se assemelharam quanto a complexidade
estrutural, pois conforme Costa (2010) o uso da
balanca pode se transformar em um efeito de
analogia, onde, ao invés de facilitar a
compreensao do assunto estudado, cria um
obstaculo didatico a sua compreensao. A
representacao grafica da equagao e um exemplo
deste tipo de problemas sao mostrados abaixo:

Figura 8: Representacao grafica da equagao

Aqui o problema consistiu em diferenciar
incognitas de coeficientes. A idéia principal era
fazer os alunos entenderem a semelhanga entre
os dados destes problemas e dos problemas
representados  pelo contexto da feira,
compreendendo o significado de uma
incognita, como por exemplo, na explicagdo de
que uma gaveta de meias poderia ser
representada tal qual um saco de feijao, ja cinco
sapatos e trés sanddlias deveriam ser
representados como numeros inteiros e nao
incognitas, e assim por diante.

ETAPA 6 - Esta etapa foi realizada dado o
fato de que os alunos cometeram erros na
esquematizagao, como, por  exemplo,
representar as operagdes sem levar em conta o
principio de equivaléncia entre os membros da
equacao. Esta etapa teve o objetivo de levar o
aluno a ver de maneira nova o sinal de igual. A
examinadora pediu aos alunos para
formularem no papel (representacao grafica da
equacao) identidades aritméticas de trés tipos: a)
com uma operacao de cada lado, por exemplo,
2 x5=13-3;b) com duas operagdes de cada
lado, exemplo 4/2 + 8 - 5=15+ 5 - 15; c¢) com
mais de duas operagdes de cada lado, exemplo
7x4-8+4-2=6/3+10-2+12. Em seguida a
examinadora pediu aos alunos que dessem seus
exemplos das identidades formuladas e
trabalhou a nocao do sinal de igual: por que
existe o sinal de igual? Apds esta primeira fase,
os alunos puderam ser levados a substituir
alguns numeros de identidades aritméticas por
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letras que apareciam em um lado, ou em ambos
os lados da equacdo, e apo6s a substituicao, foi
realizado o mesmo procedimento, ou seja, os
alunos deram exemplos de suas identidades
aritméticas que foram transformadas em
identidades algébricas, enfocando o sinal de igual
ora como aquele que indica o resultado de
calculos aritméticos; ora como um conector de
operagoes algébricas (Experiéncia baseada em
KIERAN, 1981).

ETAPA 7: Nesta etapa os alunos
esquematizaram cinco problemas apresentados
e em seguida resolveram as equagoes,
referentes a cada problema, um a um, cujos
conteddos envolviam diversos contextos.
Antes, porém, foi explicitado que este assunto
compreende uma introdugao ao estudo da
algebra na drea da matematica e como tal,
possui um modo de representacdo propria
dentro desta disciplina. Assim foi sugerido ao
aluno que nao mais utilizassem figuras
geomeétricas, mas as ultimas letras do alfabeto,
tendo em vista que em Algebra, o uso das
dltimas letras do alfabeto (x, y, z) é de uso
consagrado  para  representar  valores
desconhecidos. As duvidas que os alunos iam
tendo na resolugao das equagdes, resultantes
dos problemas, iam sendo refletidas por todo o
grupo a fim de criar o que Vergnaud (2003)
chama de metacognicao que implica em um
retorno reflexivo sobre a propria atividade e enfatiza
a relagio entre as propriedades do objeto e as
propriedades da acgdo. [...] devemos ser cognitivos
para dar conta de uma tarefa, e metacognitivos, para
compreender o que fizemos. (VERGNAUD, 2003,
p. 25). Esta etapa foi gravada em video e foi
detalhadamente analisada em Costa (2010).

O emparelhamento da amostra

Este estudo contou com 38 alunos de
ambos 0s sexos da sétima série do ensino
fundamental, nao iniciados em algebra, de uma
escola publica da regiao metropolitana do
Recife. Os alunos, divididos em dois grupos,
experimental e controle, eram oriundos de uma
mesma sala de aula, dividida em duas, o que
permitiu controlar varidveis, tais como: escola,
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nivel de escolaridade e o professor anterior. Os
alunos foram emparelhados levando-se em
consideracao a média final em matematica
obtida na sextasérie; a idade e o sexo. No grupo
experimental (GE) havia sete alunos que foram
reprovados na série anterior. No grupo controle
(GC), apenas cinco se encontravam nesta
situagao. Vale ainda salientar que a média das
notas das meninas era superior (6,6796) aos dos
meninos (5,9636), com desvio padrao
respectivos de 1,2183 e 0,6233. O numero de
meninas no GC foi maior que no GE, porém, foi
realizado o t-teste que indicou que tais
diferencas na constituigao dos dois grupos nao
eram significativas, obtendo-se um p de 0,754".

O Pré-teste foi realizado em uma mesma
ocasido com toda a amostra na sala de aula
tradicional (incluindo os alunos que nao fizeram
parte do estudo) sob a intervencao da
examinadora e a presenga do professor, e constou
de um teste com 20 equagdes (configuradas com
quadrados  representando  incognitas), de
diversos niveis de dificuldades e 13 problemas de
estruturas semelhantes as equagoes.

O resultado da comparacao

O que mais nos interessou neste trabalho
foi o procedimento adotado pelos alunos na
resolucao das equagdes e problemas. Para
analisar os diferentes procedimentos foram
adotadas quatro categorias: i) — procedimento
algébrico (P-ALG), quando o aluno utilizava-se
da equivaléncia na equagdo para a manipula¢do
de incognitas; ii) — procedimento pré-algébrico (P-
PRE), onde aparecia uma forma hibrida de
procedimento, algébrico e aritmético; iii) -
procedimento aritmético (P-ARIT), quando o
aluno nao conseguia ver o sinal de igual como
relagOes entre expressoes de valores conhecidos
e desconhecidos, e sim, como um indicador de
operagoes; e iv) - sem procedimento (S-P), quando
os alunos apenas davam a resposta, nao
importa, se errada ou certa.

! Tal emparelhamento foi confirmado pela analise
estatistica dos acertos no pré-teste, inter-grupo,
submetidos ao teste U de Mann-Whitney, com p = 0,6183
em relagao ao n° de acertos nas equagées e p = 0,1014 em
relagdo aos problemas
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Comparacgio entre o pos-teste inter grupos na
resolucgdo das equacoes

O grafico abaixo mostra com clareza a
relacio dos dois grupos quanto ao
procedimento nas equagées no pos-teste:

45 - H controle

B experimental

39,23

33,2

sem aritmético

procedimento

35,88

pré-algébrico

algébrico

Tipo de procedimento

Grafico 1: Distribuigdo da frequéncia percentual das categorias de resposta no grupo experimental e controle no pds-teste nas

tarefas de resolucdo de Equacdes.

Devido aos cuidados no emparelhamento
da amostra os dados obtidos no pré-teste foram
bastante semelhantes entre os dois grupos, no
entanto, com efeito, como mostra o grafico
acima, vemos que a comparagao entre os pds-
testes dos grupos (GC e GE), no que diz respeito
ao tipo de procedimento nas equagoes, revelou
uma diferenga marcante quanto a tendéncia a
usar no pos-teste nas equagOes, estratégias
diferentes de resolugao, apresentando o GE
uma predominancia de procedimento de
categoria algébrica e o0 GC uma predominancia
da categoria S-P explicito. No entanto, a
porcentagem de respostas na categoria S-P no
GE, como salienta o grafico, ainda foi alta,
devido a diversidade propria da sala de aula.

Vale lembrar que a categorizagdao das
equacgoes na categoria de P-ALG somente foi
dada aqueles procedimentos nos quais o sinal
de igual correspondia a equivaléncias
possiveis. Todas as tentativas de manipulagao
algébrica que nao levavam a tais equivaléncias
foram classificadas como P-PRE. Nota-se um
crescimento em termos de manipulagao, do

novo conhecimento, ou seja, o P-ALG, visto que
boa parte dos alunos deixou de manipular as
equacoes aritmeticamente e passou a usar um
procedimento algebricamente coerente ou
fragmentos de uma escrita algébrica (P-PRE).
No entanto, a porcentagem alta da categoria S-
P sugere, além da falta de iniciativa de utilizar
qualquer um dos procedimentos, varias
possibilidades: i) que a resposta as equagdes
possam ter sido ¢bvias a ponto do aluno nao
necessitar de explicitar o procedimento; ii) uma
falta de capacidade de responder a questao
proposta, ou seja, a falta de compreensao, ou
seja, a nao aprendizagem; e iii) o aluno ter
“copiado do colega” a questao, ao invés de
tentar resolve-la, como é freqiiente em qualquer
sala de aula.

Comparacgio entre o pos teste inter grupos na
resolugdo dos problemas

A comparagao entre os dois grupos nas

categorias procedimentais nos problemas pode
ser visualizada pelo grafico 2.

65



Comparacao entre duas sequéncias didaticas sobre ensino introdutério de algebra

Eexperimental

M controle

49,13

% de Resposta

sem aritmético pré-algébrico algébrico

procedimento

Tipo de procedimento

Grafico 2: Distribui¢do da frequéncia percentual das categorias de resposta no grupo experimental e controle no pds-teste nas

tarefas de resolucao de Problemas.

No caso dos problemas, em linhas gerais
parece que a intervencao no GC, mostrou que
as respostas do tipo P-ALG e P-PRE somaram
sO 26,666 % do total e que a categoria S-P
corresponde praticamente a somas das outras
categorias juntas. A categoria P-ALG obteve
apenas 18,24% do total de respostas.

No caso dos problemas no GE, ao
contrario, boa parte dos alunos tenderam a usar
no pos-teste o P-ALG, seguido do P-ARIT e do
P-PRE, embora uma grande parte nao
apresentou nenhum tipo de procedimento.
Assim, diferente do GC, pode-se dizer, que a
intervenc¢ao favoreceu, no GE uma frequéncia
maior de respostas na categoria de P-ALG.

Em resumo, os resultados mostraram que
o GE, tanto nas equagdes, como nos problemas,
tendeu a utilizar o tipo de P-ALG. Além disso,
a percentagem de respostas com P-PRE
também foi relativamente alta. Esta diferenca
mostra que o GE se distinguiu do GC em
termos de procedimento de resolucao nos
problemas e equacdes propostas. O teste de
aderéncia confirma que houve uma tendéncia
significativa nos problemas e equagdes (qui-
quadrado = 928, g. L. 3 e p < 0,001).
Concordando com a expectativa do trabalho, a
analise dos procedimentos mostra que houve
um desempenho significativamente diferente
dos sujeitos nos problemas e nas equagdes em
termos de uma escrita algébrica no GE.
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Consideragoes finais

Este trabalho se baseou na evidéncia da
dificuldade oriunda da aprendizagem da
algebra elementar em alunos do ensino
fundamental. A concepcao que fundamentou o
trabalho tem como base a deficiéncia no uso e
na compreensao do sinal de igual, ou seja, na
compreensao de igualdade entre expressoes
algébricas. A manipulacado de mudanga de
lado, mudanca de sinal que predomina nos
cursos fundamentais, privilegia 0
transformismo algébrico mecanico, onde os
alunos decoram esta regra de simplificacao, nao
acompanhadas da sua significagao, em termos
do que seja equivaléncia  algébrica,
representada por uma nova maneira de ver o
sinal de igual.

Do estudo feito pode-se concluir que o
uso da balanca de dois pratos é importante
para estas compreensOes em um primeiro
momento como um artefato cultural, tornado
instrucional, que permite a verificagao
experimental da igualdade. A ajuda na
manipulagdo de incognitas também pode ser
verificada, ressaltando-se que a passagem da
aritmética para a algebra e da dlgebra para a
aritmética, facilitou a sua compreensao. No
entanto, a manipulacdo de operagdoes mais
complexas como a divisao e a multiplicacao
nao ¢ favorecida pela utilizagao de tal artefato.
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Para tanto, é necessario o abandono deste
objeto de apoio inicial a fim de levar o aluno a
operagdes outras que nao sejam o simples
acréscimo ou decréscimo de objetos que
envolvem apenas as operagOes aditivas e
subtrativas.

Este abandono do artefato cultural foi
realizado gradativamente, enquanto o conceito
do sinal que favorece a compreensao de uma
equacao algébrica foi a0 mesmo tempo realgado
pouco a pouco, a partir das folhas que
continham as representacoes grificas da balanga,
as representagbes grificas das equagdes e as
representacoes grificas do sinal. Com a primeira
representacao grafica ja tinhamos como fator de
manipulacao uma representacao e nao mais o
artefato real da balanca em si, o que significava
o uso apenas da sua representacao. Com o
segundo tipo de representacgao, o sinal comega
a ser acentuado como um conceito que liga
duas retas, separadas por duas pequenas retas
paralelas (o sinal de igual), sobre as quais se
manipulam incognitas, anteriormente
manipuladas com o artefato cultural. Com o
terceiro tipo de representacao, o proprio sinal
de igual se sobressai como fundamental para
estabelecer uma relagao de igualdade que
favoreceu, com base nos dados apresentados, a
manipulagao simbolica.

Desta forma, os proprios recursos
utilizados pela sequéncia proposta levam por si
s6s ao acompanhamento de um processo de
simbolizacao de uma operagao realizada no
nivel real, no contexto concreto, para outra
realidade. A sequéncia proposta favorece esta
mediacao. Nela, o contexto concreto e simbolico
vao se interrelacionando a ponto das operagoes
mentais terem o auxilio apenas do sinal que
evidencia uma igualdade entre elementos de
duas sequéncias de mesmo valor. Assim,
julgamos desta forma, que a sequéncia
proposta é ttil ao ensino de algebra elementar e
pode ser um bom exercicio em escolas no dia a
dia ao nivel do ensino fundamental.
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