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RESUMO

No desenvolvimento da Matematica, os paradoxos exerceram um papel notavel e preponderante em
diversos periodos do progresso dessa ciéncia, promovendo revolucdes, transformagdes e
contribuindo para ampliar ideias, raciocinios, conceitos, métodos, rigor ¢ a Logica. Dessa forma, este
artigo aborda alguns paradoxos envolvendo niimeros e fungdes e discute suas contribui¢des para a
constru¢do axiomatica do conjunto dos niimeros negativos, para uma conceitualizagdo rigorosa de
limites infinitos e para a formalizacdo do conceito de fungdo. Com isso, apontamos os paradoxos
como um recurso para o ensino e a aprendizagem da Matematica, que além de despertar a
curiosidade, criar um ambiente para o debate, incentivar os alunos a examinar pressupostos e mostrar
que as falhas da logica e argumentos erroneos sdo uma caracteristica comum na evolucdo da
Matematica, também pode contribuir para que os professores desenvolvam uma nova postura diante
dos erros cometidos pelos alunos.

Palavras-chave: Numeros; Fungdo; Histéria da Matematica.

Paradoxes in mathematics teaching: a historical perspective
ABSTRACT

In mathematics' development, the paradoxes exerted a remarkable and predominant role in various
periods of the progress of science, promoting revolutions, transformations, and helping to extend
ideas, arguments, concepts, methods, rigor and logic. Thus, in this paper, we discussed some
paradoxes involving numbers and functions, and we discussed also their contributions to the
construction of axiomatic set of negative numbers, for a rigorous conceptualization of infinite limits,
and for formalize the concept of function. With it, we pointed the paradoxes as a resource for the
teaching and for the learning of mathematics, which in addition to arouse curiosity, create an
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environment for discussion, encourage students to examine assumptions and show that the failures
of logic, and erroneous arguments are a common feature in the evolution of mathematics, can also
help teachers to develop a new attitude towards mistakes made by students.

Keywords: Numbers; Function; History of Mathematics.

Las paradojas en la ensefianza de las matematicas: una perspectiva historica
RESUMEN

En el desarrollo de las Matematicas, las paradojas jugaron un papel destacado y preponderante en
diferentes periodos del progreso de esta ciencia, promoviendo revoluciones, transformaciones y
contribuyendo a expandir ideas, razonamientos, conceptos, métodos, rigor y Logica. Asi, este
articulo aborda algunas paradojas que involucran niimeros y funciones y discute sus contribuciones
a la construccion axiomatica del conjunto de niimeros negativos, a una conceptualizacion rigurosa
de limites infinitos y a la formalizacion del concepto de funcion. Asi, sefialamos las paradojas como
un recurso para la ensefianza y el aprendizaje de las Matematicas que, ademas de despertar la
curiosidad, genera un ambiente de debate, anima a los estudiantes a examinar supuestos y demuestra
que las fallas de logica y los argumentos erroneos son una caracteristica comtn en evolucion de las
matematicas, también puede contribuir a que los profesores desarrollen una nueva actitud hacia los
errores cometidos por los estudiantes.

Palabras clave: Numeros; Funcion; Historia de las Matematicas.

INTRODUCAO

As pesquisas em Educacdo Matematica tém enfatizado a necessidade da inclusdo de
uma dimensdo histérica no ensino de Matematica (SWETZ, FAUVEL, BEKKEN,
JOHANSSON, KATZ, 1995; KATZ, 2000; BARBIN, 2002) e as duas razdes mais
comumente apresentadas para tal inclusdo sdo: 1. A Historia da Matematica oferece uma
oportunidade para desenvolver nossa visdo do que ¢ a Matematica; 2. A Historia da
Matematica nos permite ter uma melhor compreensdo de conceitos e teorias. Em ambos os
casos, o que se defende ¢ que a Historia da Matematica pode mudar a propria percepcao e a
compreensdo do professor sobre a Matematica e, dessa forma, entdo influenciar o seu ensino

e sua aprendizagem.

A Historia da Matematica pode promover mudangas na visdo que os professores e
os alunos tém sobre a Matemadtica e sobre o ensino e a aprendizagem da Matematica. Barbin
(2002) afirma que a Historia da Matematica apresenta uma visao heuristica do conhecimento
em que o processo de aprendizagem ¢ inspirado na atividade matematica do aluno, em

oposi¢do a uma visdo tradicional, em que o conhecimento ¢ transmitido pelo professor. Além
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disso, para Barbin (2002), a historia da Matematica promove o desenvolvimento de uma
visdo da Matemadtica como um processo de reflexdo e aperfeicoamento, em oposicao a uma
visdo da Matematica como uma estrutura pronta e acabada. Em consequéncia, considerando
a Matematica como atividade mental, podemos entender o fazer Matematica como uma
atividade de resolver problemas e, nessa concepg¢ao, os alunos da escola, os professores de
Matematica e 0 matematico atuam na mesma atividade. Dessa forma, “a dimensao historica
pode trazer uma mudanga global na abordagem de um professor, quer o elemento historico

esteja ou ndo explicitamente presente na sala de aula.” (BARBIN, 2002, p. 64).

Além disso, conhecer o desenvolvimento historico da Matematica pode auxiliar o
professor a compreender as dificuldades dos alunos em relagdo a determinados conceitos
contribuindo para que o professor tenha uma atitude construtiva em relagao aos erros dos
alunos. Barbin (2002) enfatiza que foram necessarios varios séculos para que os matematicos
chegassem ao atual conceito de limite e, por isso, € natural que os alunos também demandem
um tempo consideravel para compreender esse conceito e para superar os obstaculos
epistemologicos relacionados ao infinito e “para passar da ideia do limite como uma
ferramenta para resolver problemas a ideia do limite como parte de um corpo integrado de
conhecimento matematico ligado a outros conceitos, como o de nlimero real ou conjunto”.

(BARBIN, 2002, p. 65).

A Matematica ¢ uma ciéncia que se ocupa dos problemas de deducdo tomando-se
por base uma estrutura axiomatica, isto ¢, a constru¢do de uma teoria matematica inicia-se
com o estabelecimento de um sistema axiomatico que comporta em sua constitui¢ao alguns
elementos fundamentais: uma linguagem subjacente ao sistema axiomadtico; um sistema
logico; um vocabulério de palavras ndo definidas; um conjunto de proposi¢des (axiomas)
referente as palavras ndo definidas; e um conjunto de defini¢des derivadas desse conjunto

de palavras ndo definidas e desse conjunto de axiomas.

As proposicdes consideradas num ramo da Matematica podem ser verdadeiras ou
falsas, excluindo-se as duvidosas, as provaveis e todas aquelas que poderdo complicar ou
deformar a ldgica inerente a estrutura axiomadtica delineada. Assim, nesse contexto, os
objetos de que se ocupa a Matematica tém as propriedades que lhes sdo conferidas e ndo ha

pretensdo de lhes conceder uma filosofia com intuito de estudar sua natureza.
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Os matematicos necessitam de uma linguagem ideografica, ou seja, de um
simbolismo particular, flexivel e util que facilite a enunciacdo e a demonstracdo de
proposicdes. Como consequéncia, esse simbolismo deve ser utilizado com doses de
precaugdes quanto ao emprego adequado da linguagem, da légica e da intuigdo.
Historicamente, pode-se verificar que, mesmo tendo essas preocupagdes, 0 matematico, em
seu trabalho diario, algumas vezes ndo consegue evitar que surjam paradoxos no interior de

uma teoria matematica.

No desenvolvimento da Matemadtica, observa-se que os paradoxos, a0 promover
mudancas significativas que contribuiram para ampliar ideias, raciocinios, conceitos,

métodos, rigor e a Logica, exerceram um papel fundamental no progresso dessa ciéncia.

Nesta perspectiva, o presente artigo aponta os paradoxos como uma possibilidade de
abordar a dimensdo historica do conhecimento matematico nas aulas das disciplinas de
Matematica no ensino Superior (como, por exemplo, nas aulas de Célculo Diferencial e
Integral), buscando com isso promover mudancas nas visdes dos alunos e dos professores e
contribuir para que os professores tenham uma nova perspectiva sobre os erros cometidos
pelos alunos. Para isso, apds uma exposi¢ao do significado e das origens historicas dos
paradoxos, apresenta-se uma discussdo de alguns paradoxos sobre niimeros e sobre fungdes,
com o proposito de apontar que as falhas da logica e os argumentos errdneos sdo uma
caracteristica comum na evolugcdo da Matemdtica e que podem contribuir para que os

professores desenvolvam uma nova postura diante dos erros cometidos pelos alunos.

PARADOXOS: DEFINICAO, TIPOS E EXEMPLOS

Etimologicamente, a palavra paradoxo que, segundo Chantraine (1974), significa
“contraria a opinido”, deriva do grego, mtapawmwdo&oV, composta pelo prefixo mapa; que
exprime ‘“contraria a” em conjungdo com o sufixo domw&a que expressa “opinido”. Desta
forma, um paradoxo ¢ uma proposi¢do que contém ou parece conter uma contradi¢ao ldgica,
ou um raciocinio que, se bem que sem aparente lacuna, leva a um absurdo, ou ainda, uma

situagdo que contraria a intuicdo comum.

A palavra paradoxo possui uma gama de significados, porém, de modo geral, neste

artigo utiliza-se esse vocabulo com a seguinte acepg¢ao: paradoxo designa uma afirmagao ou
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crenca contraria as expectativas, opinides ou ao senso comum e a intui¢ao, que provoca de

imediato uma reagdo de surpresa e perplexidade.
Dentro dessa acep¢ao, ha quatro tipos principais e distintos de paradoxos:

1) afirmagdes aparentemente falsas, porém que se mostram verdadeiras; por
exemplo, no caso da Matematica, se considerarmos o conjunto dos numeros naturais € o
conjunto dos numeros naturais pares, os dois conjuntos tém igual cardinalidade (a
cardinalidade de um conjunto finito ou infinito A ¢ definida como o niimero de seus
elementos e é denotada por #A ou |A|), quer dizer, tém idéntico nimero de elementos.
Porém, num primeiro momento, podemos julgar essa afirmagao como falsa, ja que o segundo
conjunto (o conjunto dos nlimeros naturais pares) ¢ um subconjunto do primeiro (o conjunto
dos nimeros naturais), o que pode nos levar a intuir que a cardinalidade do conjunto dos

numeros naturais pares ¢ menor do que a cardinalidade do conjunto dos nimeros naturais;

2) assercdes aparentemente verdadeiras, porém que se mostram falsas; o denominado
postulado das paralelas de Euclides de Alexandria (325 — 265 A. E. C.) afirma que para
qualquer reta r no plano e qualquer ponto P ndo em r h4 exatamente uma reta s que passa
por P e ndo intersecta a reta r. Como resultado, por mais de dois mil anos, um problema
importante na Matematica foi decidir se essa declaragdo poderia ser deduzida dos outros
axiomas da Geometria Euclidiana. Finalmente, Johann Carl Friedrich Gauss (1777 — 1855),
Janos Bolyai (1802 — 1860) e Nikolai Ivanovich Lobachevsky (1792 — 1856) desenvolveram
a Geometria Hiperbdlica ou Geometria ndo Euclidiana, e verificou-se que era possivel
construir uma nova Geometria, com rigor logico, que era tdo abrangente e perfeita quanto a
de Euclides, na qual todos os outros axiomas da Geometria Euclidiana se mantém, porém o
postulado das paralelas ¢ falso porque pode haver mais de uma reta que passe por P que ndo
intersecta a reta r. Ainda que levasse a resultados que ndo estdo de acordo com a imagem

intuitiva do espago;

3) declaragdes impossiveis de classificar como verdadeiras ou falsas; por exemplo, a
Conjectura de Christian Goldbach (1690 — 1764): a suposi¢ao original de Goldbach (as vezes
denominada de conjectura “ternaria” de Goldbach), escrita em uma carta de 7 de junho de
1742 a Euler, afirma que, conforme Dickson (2005, p. 421) — “que cada numero N que ¢

uma soma de dois primos ¢ uma soma de tantos primos incluindo a unidade como se deseja
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(até N), e que cada nimero maior do 2 ¢ uma soma de trés primos”. Uma forma equivalente
dessa pressuposicao (designada conjectura de Goldbach “forte” ou “bindria”), reescrita por
Euler, afirma que, segundo Dickson (2005, p. 421) — “que cada nimero par (maior do que
ou igual a 4) ¢ uma soma de dois nimeros primos”. Em vista disso, ainda, ndo se pode
classificar essa declaragdo, porque aquele pressuposto ndo foi demonstrado para ser
considerado verdadeiro, mas também nao foi dado um contraexemplo que mostre que ele é

falso;

4) encadeamentos de raciocinio aparentemente inatacdveis, porém que se
encaminham as contradi¢des logicas (afirmagdes desse tipo sdo denominadas faldcias). O
paradoxo “Aquiles e a Tartaruga” de Zendo de Eléia (490 — 425 A. E. C.), diz que Aquiles,
correndo atras da tartaruga (que parte de um lugar a sua frente), deve, primeiro, atingir o
lugar de onde ela comegou; mas, a tartaruga j& partiu. Quando Aquiles avanga a cada ponto
da corrida, a tartaruga, que ja esteve nesse ponto, ja partiu. Esse processo se repete
indefinidamente, em outras palavras, Aquiles ndo poderé alcanca-la. Entretanto:

Zendo, bem como seus contemporaneos, ndo possuia uma nog¢ao do conceito de
infinito que permitisse lidar com todos os problemas que envolvem tal conceito.
Dessa forma, Zendo imaginava que, para percorrer a soma das infinitas distancias
que separam Aquiles da Tartaruga, seria gasto um tempo infinito,
impossibilitando, assim, que Aquiles a alcangasse. Nota-se, no entanto, que a soma

dessas infinitas distancias, que deve ser percorrida por Aquiles para alcangar a
tartaruga, ¢ finita. (BALIEIRO; SOARES, 2008, p. 43).

Desse modo, coloca-se a questdo: como podemos identificar um paradoxo?

E possivel caracterizi-lo quando se observa que um determinado argumento
apresenta certas caracteristicas consistentes, implicita ou explicitamente, que induzem a uma
sancdo que se mostra aparentemente falsa ou incoerente. Porque a afirmacdo ¢ falsa ou
contraditoria, somos levados a recusa-la; mas, por outro lado, ndo ¢ facil verificar como se

pode fazé-lo, dado que ha um argumento aparentemente coerente a seu favor.

Por exemplo, a proposicdo — Esta afirmagdo é falsa — é paradoxal; porque se for
verdadeira (a proposi¢ao) ¢ falsa (j& que ela afirma que ¢ falsa), e se for falsa (porque ela
afirma que ¢ falsa) ¢ verdadeira (a proposi¢do). Mas uma proposicao desse tipo colide com
a ideia de que nao pode haver frases declarativas com valor assertivo que ndo sejam

verdadeiras nem falsas.
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Nem sempre ¢ facil verificar que um determinado argumento ou um conjunto de
argumentos presente numa proposi¢ao ocasione uma situagao ou situagdes paradoxais. Para
resolver esse impasse paradoxal mostra-se que o argumento ou argumentos em que se baseia
ndo ¢ consistente — porque ¢ invalido ou porque depende de premissas falsas. Por fim, muitas
vezes, a descoberta das premissas falsas envolvidas num paradoxo contribui para uma

constru¢do mais elaborada da teoria na qual ele se originou.

ALGUNS PARADOXOS E METAPARADOXOS NO TRANSCORRER DA
HISTORIA

Uma extensa parcela de paradoxos faz alusdo a no¢do de verdade ou falsidade. Por
isso, ndo ¢ estranho que formulacdes de paradoxos apareceram com o inicio da Filosofia na
antiga Grécia. De fato, o mais antigo e importante de todos os paradoxos 16gicos, que se tem
registro histdrico, ¢ o do mentiroso. Em geral, ele ¢ atribuido ao filésofo grego Eubulides de
Mileto (Mallet, 1845), sucessor de Euclides de Megara (450 — 380 A. E. C.), que alcangou
seu apogeu no século IV A. E. C. Em sua formulagdo original, o mentiroso deve responder
a seguinte pergunta: Mente quando diz que mente? Se o mentiroso responde: Sim, minto! —
entdo, evidentemente, ndo mente; porque um mentiroso que afirma ser mentiroso, diz a
verdade. Por outro lado, se o mentiroso responde: Ndo minto! — entdo, mente; porque um

mentiroso que afirma ndo ser mentiroso, diz uma mentira.

Uma conhecida modificagdo do paradoxo do mentiroso foi formulada por
Epiménides de Creta (Zevort, 1847), que afirmava: Todos os cretenses sdo mentirosos. A
declaracdo ndo pode ser verdadeira, porque Epiménides seria mentiroso e, por consequéncia,
falso tudo o que dissesse. Por outro lado, também nao pode ser falsa, porque implicaria que

os cretenses fossem verdadeiros e, por essa razdo, veridica a afirmagdo de Epiménides.
Paradoxos envolvendo numeros

A Matematica, durante seu desenvolvimento, tem sido abundantemente influenciada
por paradoxos que tém alguma relacdo com os conjuntos numéricos, que surpreenderam e

confundiram os matematicos e filésofos por contrariarem a intuigao.
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Podem-se citar algumas descobertas que se tornaram exemplos classicos:
1) nimeros irracionais: V2, e, e outros;
2) nlimeros imaginérios: i2 = —1 e o conjuntos dos niimeros complexos;

3) numeros como os quatérnios, que sdo uma extensdo a quatro dimensdes de R,
denotada pela letra H em homenagem ao seu descobridor William Rowan Hamilton (1805
— 1865), que tem como estrutura uma algebra associativa compreendendo os elementos a +
bi + cj + dk, a,b,c,d € R, em que i? = j2 = k? = ijk = —1. Os novos elementos i, j e
k comutam com qualquer niimero real, porém ij = —ji, ik = —ki e jk = —kj perdem a

comutatividade geral, ou melhor, ndo satisfazem a propriedade comutativa da multiplicagao;

4) nimeros como os octonios ou as vezes denominado niimeros de Cayley, que sdo
uma extensdo a oito dimensdes de R designada pela letra @, um tributo ao seu criador Arthur
Cayley (1821 — 1895), e que consistem nos elementos em uma algebra de Cayley. Um tipico
octonio ¢ da forma a + biy + ci; + di, + eiz + fi, + gis + hig em que cada tripla
(o, i1, 13), (i, 82, 6a), (g, 13,15), (i3,i4,ig), (iaris,i0), (is,i6, i1), (i Lo, i2), comporta-se

como os quatérnios (i, j, k) e ndo satisfazem a propriedade associativa da multiplicagdo;

5) nimeros transfinitos ou transfinitos de Cantor uma homenagem ao seu precursor
Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845 — 1918). A cardinalidade de conjuntos
enumeraveis ¢ denotada por X, (alef zero, primeira letra do alfabeto hebraico com indice
zero). No contexto dos numeros transfinitos, a cardinalidade do continuo (a cardinalidade de
R ou o conjunto de sequéncias infinitas de zeros e uns) ¢ designada por €. Além disso, por
definicdo, € = 2%, Com isso, podemos escrever algumas propriedades conhecidas de
conjuntos enumeraveis, como as identidades: X, +n = K, para n finito (a unido de um
conjunto finito € um conjunto enumeravel ¢ enumeravel), 8, + 8, = ¥, (a unido de dois
conjuntos enumeraveis ¢ enumeravel) e X, X ¥, = X, (a unido de uma familia enumeravel
de conjuntos enumeraveis ¢ enumeravel). Essas identidades podem ser combinadas para
obter outros teoremas sobre as cardinalidades. Por exemplo, € X € = 2¥0 x 28 = 280+ =
2% = § que significa que a reta real e o plano cartesiano tém semelhante nimero cardinal.

De fato, num primeiro momento, esse resultado ¢ paradoxal!
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Como bem assinala Davis (1965 apud KLEINER; MOVSHOVITZ-HADAR, 1994),
a evolugdo do conceito de ntimero foi permeada por paradoxos durante quase todo o seu

desenvolvimento.

E paradoxal que, embora a Matematica tenha a reputacio de ser um assunto que
nao tolera contradigdes, na realidade, ela tenha uma longa e bem sucedida historia
vivendo em contradi¢des. Em outras palavras ¢ bem mais visto nas extensdes da
nog¢do de numero que tém sido realizada durante 2500 anos. Desde a limitada
nogdo de conjunto de numeros inteiros, fra¢cdes, nlimeros negativos, nimeros
irracionais, numeros complexos, nimeros transfinitos, cada extensdo, a sua
maneira, superou um conjunto de exigéncias contraditorias. (DAVIS, 1965, p. 305
apud KLEINER; MOVSHOVITZ-HADAR, 1994, p. 963-964)

Ao analisar a primeira frase da citacdo acima, pode-se considerar que ela envolve
uma declarac¢do “metaparadoxal”, termo proposto por Kleiner e Movshovitz-Hadar (1994),

para designar um paradoxo sobre paradoxos.

A linguagem utilizada para descrever os varios conjuntos de nimeros presentes na
Matematica tem sua origem em nossa heranga historica, cultural e social. Por exemplo, na
linguagem cotidiana, quando se expressa que algo ¢ “irracional”, geralmente, se quer
exprimir que aquele algo esta carente de bom senso, ou seja, ¢ ndo “racional” ou contrario a

razao.

Provavelmente, os filésofos-gedmetras gregos tiveram esses sentimentos quando se
depararam com as grandezas incomensuraveis, porque pensavam, em termos modernos, que
dados dois segmentos quaisquer de reta existiriam sempre dois inteiros positivos a e b tais
que a razdo dos comprimentos desses segmentos fosse comensuravel, isto ¢, a/b. Em
Matematica, o termo “racional” significa a razdo de niimeros inteiros e o termo “irracional”
significa a falta dessa razdo. Com maior precisdo, o termo comensuravel exprime dois

comprimentos cuja razao ¢ um nimero racional.

Por esse motivo, dizer que dois segmentos de reta AB e CD sio comensuraveis é
afirmar que um deles pode ser “medido” por intermédio da outro, quer dizer, ha um inteiro
positivo m tal que, quando se divide o segmento de reta AB em um niimero inteiro positivo
m de segmentos de reta congruentes, cada um com medida k, o segmento de reta CD,
também, pode ser dividido em um nUmero inteiro positivo n de segmentos de reta

congruentes, cada um com medida k. Neste caso, a razdo das medidas dos comprimentos
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dos dois segmentos de reta AB e CD serd mk/nk = m/n que representa um niimero
racional. Mas, se os segmentos de reta forem tais que a razdo das medidas de seus
comprimentos ¢ irracional (por exemplo, a medida do comprimento do lado e a medida do
comprimento da diagonal de um quadrado), entdo o procedimento geométrico e algébrico
elaborado acima nunca podera ser feito, ndo importando qudo grande se escolha o numero
inteiro positivo m (e qudo pequeno se escolha o nlimero inteiro positivo k!). Por conseguinte,

os segmentos de reta considerados sdo denominados incomensuraveis.

A ideia de demonstragdo proposta por Aristoteles de Estagira (384 — 322 A. E. C.),
em sua obra Primeiros analiticos, de que a medida do comprimento do lado e a medida do

comprimento da diagonal de um quadrado ndo sdo comensuraveis ¢ essencialmente a que

utilizamos atualmente para provar que V2 é um niimero irracional.

Continuando nossa explanagdo, isso gera o seguinte metaparadoxo: O teorema de
Pitagoras foi a ruina da filosofia pitagorica e da teoria das proporg¢des pitagoricas.
Segundo o denominado “Teorema de Pitdgoras”, o quadrado da medida do comprimento da
hipotenusa ¢ igual & soma dos quadrados das medidas dos comprimentos dos catetos. Por

isso, se consideramos um tridngulo retangulo com catetos que tenham como medida 1

unidade de comprimento, entdo sua hipotenusa tera como medida V2 unidades de

comprimento.

Conforme salientam Kleiner ¢ Movshovitz-Hadar (1994):

A descoberta da incomensurabilidade da diagonal e o lado de um quadrado teve
consequéncias de longo alcance para a Matematica grega. Por um lado positivo,
inspirou Eudoxo a fundar uma sofisticada teoria da propor¢ao que se aplicava as
grandezas comensuraveis e incomensuraveis. Esta, por sua vez, motivou
Dedekind, mais de dois milénios depois, a definir os numeros reais pelos cortes de
Dedekind. Por um lado negativo, ela direcionou a Matematica grega (pelo menos
na sua parte mais produtiva do periodo classico) de uma colaboragdo harmoniosa
de numero e Geometria para uma preocupacao quase exclusiva com a Geometria.
(KLEINER; MOVSHOVITZ-HADAR, 1994, p. 964)

A introdu¢do de numeros negativos na Matemdtica e sua posterior utilizacio
ocasionaram consternagdo e dificuldades. De fato, uma concep¢do que teve de ser
abandonada foi a proibi¢do de subtrair um niimero maior de um menor. Conforme Kline

(1972):
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Embora Wallis tivesse ideias avancadas para sua época, e aceitou os numeros
negativos, ele pensou que esses eram maiores do que o infinito, mas ndo menores
do que zero. Em sua Arithmetica Infinitorum (1655), argumentou que uma vez que
a razdo a/b, quando a é positivo, é infinita, entdo, quando o denominador é
alterado para um niimero negativo, como em a/b com b negativo, a razdo deve
ser maior do que o infinito. (KLINE, 1972, p. 253)

John Wallis (1616 — 1703) pergunta: “[Como pode] qualquer grandeza (...) ser
menos do que coisa nenhuma, ou qualquer numero ser menor do que nada?” (KLEINER;

MOVSHOVITZ-HADAR, 1994, p.964)
Entre outros paradoxos de nimeros negativos tém-se os dois seguintes:

a) Wallis “demonstra” que os nimeros negativos sdo maiores do que o infinito. Seu
argumento era, ja que, a/0 = oo (para a positivo), entdo a/b > oo, com b negativo, pois

diminuindo-se o denominador aumenta-se a fragao;

b) Em uma carta a Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646 — 1716), Antoine Arnauld

A | 1 -1 . . .
(1612 —1694) opods-se a igualdade — = 7> porque arazao da maior quantidade para a menor
quantidade ndo pode ser igual a razdo da menor quantidade para a maior quantidade. Leibniz
concordou que isso era uma dificuldade, mas defendeu a tolerancia para com os niimeros
negativos, porque eles sdo uteis e, em geral, levam a resultados consistentes.
Justificativa de nog¢des sobre fundamentos que produzem resultados tteis e que de
outra forma seriam inexplicaveis, ocorrem com frequéncia na evolu¢do da
Matematica. Isto gera o seguinte metaparadoxo: Como podem as coisas sem

sentido (ou melhor, inexplicaveis) serem tdo uteis? (KLEINER; MOVSHOVITZ-
HADAR, 1994, p. 965)

Por conseguinte, essas arbitrariedades, expostas anteriormente, que ocorreram no
transcurso da evolucdo dos conceitos e propriedades que se inserem na Matematica,
contribuiram para deixar essa ciéncia com uma estrutura consistente. Historicamente,
conforme Katz (2009), podemos citar William Rowan Hamilton que, em um esfor¢o para
esclarecer o significado de nimeros negativos e imaginarios na década de 1830, forneceu
uma definicdo de nimeros negativos construindo-os com base nos numeros naturais. Em
seguida, construiu os nimeros racionais valendo-se dos inteiros e, sem sucesso, tentou

construir os numeros reais fundamentando-se nos nimeros racionais.
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A incongruéncia exposta por Arnauld resulta de extensdes do conjunto de numeros
inteiros as propriedades que se cumprem para o conjunto de numeros naturais, ja que o
conjunto dos inteiros, com a adi¢do e a multiplica¢do, é um anel comutativo unitario®, que
contém os nimeros naturais. Ou ainda, o conjunto dos numeros inteiros ¢ um subanel

unitario do corpo dos numeros racionais.

Convém salientar que embora os niimeros inteiros tenham propriedades que os
numeros naturais ndo possuam, os nimeros inteiros nao sdo totalmente satisfatorios de um
ponto de vista algébrico, porque ndo podemos dividir qualquer inteiro por outro inteiro e
ainda obter um inteiro. Com o intuito de contornar esse problema, podem-se construir os
nimeros racionais (que intuitivamente podem ser representados por fragdes ou por decimais
finitas ou decimais infinitas que possuem um grupo de algarismos que se repetem
indefinidamente) com base nos inteiros, para permitir a divisdo, ou seja, para admitir a
existéncia de inversos multiplicativos de inteiros diferentes de zero. Além disso, podemos

encontrar uma copia do conjunto de niimeros inteiros no conjunto de nlimeros racionais.

A incongruéncia apontada por Wallis trouxe a necessidade de uma fundamentagao
rigorosa do conceito de limite infinito. De fato, podemos considerar que Wallis raciocinava
da seguinte forma: considere os numeros 1/5, 1/4, 1/3, 1/2, 1/1, 1/0 que constituem
uma sequéncia crescente, que em termos genéricos pode ser representada pela desigualdade
1/b <1/(b —1); logo, para b = 0, obtém-se a desigualdade 1/0 < 1/—1), de outra
maneira, ©© < —1. Por certo, essa ideia parece completamente plausivel aquela época,
porque sabiam que para b > b — 1 e b = 0 a desigualdade mantinha-se valida. Ou ainda,

segundo Kline (1983), Euler:

substituiu x = —1 na expansao (1+1x)2 =(14+x)2=1-2x+3x2—4x3+ -
eobteveoo =1+ 2 + 3 + 4 + --- (1). Para Euler, isso pareceu razoavel; ele tratou

o infinito como um numero. Ele, entdo, considera a série geométrica (ou binomial)

3 O conjunto dos niimeros inteiros tem a estrutura de Anel Comutativo Unitério, visto que dados dois nimeros inteiros x e
y, tem-se que x + y e x * y também sdo numeros inteiros e verificam os seguintes axiomas:

1. (Fechado em relagdo a adigdo): paratodox ey € Z, x +y € Z;

ii. (Associativa da Adigdo): (x + y) + z = x + (v + 2), para todo niimero inteiro x, y e z;

iii. (Comutativa da Adigdo): x + y = y + x, para todo nimero inteiro x e y;

iv. (Existéncia de Elemento Neutro da Adi¢do): x + 0 = x = 0 + x, para todo niimero inteiro x;

vi. (Existéncia de Elemento Oposto): x + (—x) = 0 = (—x) + x, para todo numero inteiro x;

vii. (Fechado em relagdo & multiplicagdo): paratodox ey € Z, x ' y € Z;

viii. (Associativa da Multiplicag@o): (x - y) -z = x - (¥ * z), para todo numero inteiro x, y e z;

ix. (Comutativa da Multiplica¢@o): x - y = y - x, para todo numero inteiro x e y;

x. (Existéncia do Elemento Neutro da Multiplicacdo — Unidade): x -+ 1 = x = 1 - x, para todo nimero inteiro x.
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L = 1+x+x2+x3+-comx=2ecobtém —1=1+2+4+8+ - (2).

1-x

Uma vez que os termos da série (2) excedam os termos da série (1), Euler conclui
que a soma —1 ¢ maior do que o infinito. Alguns dos contemporaneos de Euler
argumentaram que os niimeros negativos maiores do que o infinito sdo diferentes
daqueles menores do que zero. Euler contestou e argumentou que o infinito separa
os numeros negativos dos niimeros positivos assim como faz o zero. (KLINE,
1983, p. 308)

Para poder evitar as dificuldades desse género, completa-se o conjunto R dos
nimeros reais com os elementos que se denotam por 400 e —oo e consideram-se

formalmente os simbolos que, por defini¢do, satisfazem as expressdes:
1. —00 < +00,
ii. (400) + (+00) = +o00,
i, (—00) + (—0) = —oo,
iv. (+00) X (+) = (=o0) X (~0) = +00,
V. (+00) X (=00) = (=00) X (+00) = —oo.

Porém, as operagdes () + (=) ou (+)/(4+) ndo estdo definidas. Além
disso, para qualquer x € R, por defini¢do, considera-se que se cumpra a desigualdade
—00 < x <400 e que x >0, x(+0) = (+00)x = 400, x(—0) = (—0)x = —o0; para
x <0, x(+0) = (+0)x = —o00, x(—00) = (—00)x = +00.

O simbolo oo que utilizamos para representar o infinito foi criado John Wallis em
1659. Ele empregou esse simbolo, em sintese, segundo Baron (1987), significando o nimero

de linhas em que uma superficie plana ¢ dividida.

Os significados para o simbolo oo e para o vocdbulo infinito persistem na
Matematica, na Filosofia, na Fisica, na religido, na Arte em geral e em outros ramos do
conhecimento até hoje. Neste artigo, em especial, em Matemadtica, esse conceito somente
pode ser esclarecido por defini¢des rigorosas para cada contexto em que o termo e o simbolo

sao utilizados.
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Ainda, convém salientar, que todos os tipos de limites que envolvam +oco ¢ —o0
devem ser concebidos ndo como um numero real, porém como uma forma sintética de

indicar que algo esta crescendo sem limite no sentido positivo ou no sentido negativo.

Os numeros reais estendidos R sdo os nimeros reais com dois elementos adjuntos;
esses dois objetos sdo o0 mais infinito (+00) e 0 menos infinito (—o0). Desse modo, temos a
reta real ampliada como a unido destes dois conjuntos R U {—o0, + 0}, e podemos ordena-la
tendo +c0 como o maior elemento ¢ 0 —oo0 como o menor elemento; entdo, temos
—00 < x < o0 para cada x € R. Com efeito, em topologia, se R é dotado com uma
topologia apropriada, R é referido como a compactificacio de dois pontos em R. E, portanto,
podemos  definir essa extensio da reta real da  seguinte forma:
R := [—00, +0] := {—c0} U R U {+} com as propriedades que descreveremos abaixo.
Uma razao para introduzir os nimeros reais estendidos ¢ que na teoria da medida, é preciso
considerar conjuntos com medida infinita. A outra razdo é que se {x,} é uma sequéncia

ilimitada de ntimeros reais, entdo podemos observar que lim sup x,, e lim inf x,,, existem
X— 00 X— 00

em R (os valores podem ser “mais infinito” ou “menos infinito”). Em vista disso, cada

sequéncia de nimeros reais tem um limite superior € um limite inferior em R.

Além disso, temos o homeomorfismo em um intervalo aberto de R. De fato, basta
considerar, a fungdo f:(—1,1) € R — R, definida por f(x) = x/(1 — |x|) e observar

ainda que xll)n_llf(x) =—00¢ xll)n+11f(x) = 400,

Em visto disso, por fim, as expressdes 0/0, (+00) + (—), 0 X (+00), 0 X (—00),

09, °, 1% sdo indeterminadas. Por exemplo, se f,g:R — {a} — R sdo definidas por

1

. _ 1
fx)=c+ o © glx) = o

entdo existe lim f(x) = lim g(x) =4+ e
Xx—a x—a

. _ _ 1 1 1 ~
;}L%[f(x) — g(x)] = c. Analogamente, se f(x) = sen (x_a) + oz © glx) = oy N0

x—

existe 9}1_% [f(x) —g(x)].
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Paradoxos envolvendo funcoes

Com Nikolai Ivanovich Lobachevsky e Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805
— 1859) o conceito de fungdo teve origem na primeira metade do século XVIIIL. E Isaac
Newton (1643 — 1727) e Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646 — 1716) inventaram o calculo
diferencial e integral na segunda metade do século XVII. Logo, na afirmag¢do anterior, ha

um metaparadoxo: Cdlculo sem fungdo.

O célculo diferencial e integral de Newton e Leibniz pode ser considerado um célculo
de curvas (expressas por suas equacdes) ao invés de fungdes. Uma fungdo foi vista em
diferentes momentos, no transcorrer da Historia da Matematica, como uma féormula, uma

curva ou uma correspondéncia arbitraria.

Os paradoxos foram destruindo um ou outro desses pontos de vista de
funcionalidade; também o proprio significado de uma férmula, bem como a sua aplicagdo
(quer dizer, fungdes que sdo representadas por formulas), mudou ao longo do tempo e,

muitas vezes, eram temas de consideraveis controvérsias.

Para Leonhard Euler (1707 — 1783) e seus contemporaneos da metade do século
XVIII, uma fungdo significava uma férmula, e esse conceito, embora ndo rigorosamente
definido, foi interpretado amplamente para permitir (entre outras aplicagcdes) somas e

produtos infinitos em sua formag¢do. Houve vérias suposi¢des implicitas:

1) a funcgdo (formula) deve ser dada por uma tnica expressdo. Nesse caso, a fungdo

x, sex>0

fiR — R, definida por f(x) = {—x sex <O

ndo era considerada por Euler uma funcao,

por ser definida por meio de duas expressoes;

2) a variavel independente deveria ter como conjunto todos os numeros reais (exceto,
possivelmente, para pontos isolados, como f: R — {0} — R, definida por f(x) = 1/x). Por
exemplo, a fung¢do f:[0,1] € R — R, definida por f(x) = x, também ndo era considerada

uma funcgao.

O significado desses pressupostos foi o fato de que os algoritmos do calculo
diferencial e integral empregados naquele tempo aplicavam-se somente para aquelas fungdes

€ se restringiam aos casos citados acima.
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Muitos dos conceitos formulados sobre fungdes, no século XVIII, foram
desmantelados pela pesquisa Théorie de la propagation de la chaleur dans les solides,
submetido a Academia de Ciéncias de Paris em 1807 e 1811, por Jean Baptiste Joseph
Fourier (1768 — 1830). Finalmente, sua importante obra Théorie analytique de chaleur, em
1822, estabelece a teoria matematica das leis de propagacao do calor, que compreende as
ideias fundamentais de Fourier sobre as séries que levam seu nome. Como resultado desse
trabalho, Fourier afirmava que qualquer funcdo definida em algum intervalo pode ser
representada como uma série infinita de senos e cossenos. Por exemplo, seja uma fungao
periddica f: [-m, ] € R — R, de periodo 27, definida do modo seguinte f(x) = x2. Por

causa disso, a série trigonométrica de Fourier dessa fun¢do tem a forma

w2 cOSX  COS2X . COS3x ., , .
fx)=—-4 — + — -++ ). Posto que a fungdo é monotona por intervalo
3 1 22 32 >

limitada e continua, essa igualdade se cumpre em todos os pontos.

Por fim, segundo Kleiner e Movshovitz-Hadar (1994), as ideias de Fourier

possibilitaram vérias separagdes fundamentais com respeito as fungdes.

Primeiro, tornou-se legitimo e importante considerar fungdes cujo dominio ¢ um
intervalo da reta ao invés de toda reta; segundo, duas fungdes poderiam concordar
em um intervalo, mas diferem fora desse intervalo; e, terceiro, a fun¢do dada por
duas ou mais expressoes distintas poderia igualar uma fun¢@o dada por uma tnica
expressdo. (KLEINER; MOVSHOVITZ-HADAR, 1994, p. 967)

Em 1829, Peter Gustav Lejeune Dirichlet, no artigo — Sur la convergence des séries
trigonométriques que servente a représenter une fonction arbitrarie entre des limites

données — cientifico sobre séries de Fourier, introduz a denominada fun¢do de Dirichlet

1, sex€eQ

D:R — R, definida deste modo: D(x) = {O sex ER— Q'

Esta funcdo ndo era nem uma férmula nem uma curva. Ela era um novo tipo de
fungdo, descrita por uma correspondéncia. (...) No final do século XIX, Baire
estendeu (de novo) a nogdo de formula. Para ele, a formula significava uma
expressdo obtida tomando-se por base as varidveis e constantes (possivelmente
enumeravel) por uma iteracdo de adi¢des, multiplica¢des e o passo ao limite. Ele
chamou tal funcdo analiticamente representavel (...). Desta forma, ha incontaveis
fungdes que ndo sdo analiticamente representaveis. Mas ninguém deu um exemplo
construtivo desse fato. (Kleiner e Movshovitz-Hadar, 1994, p. 967-968)
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Por fim, atualmente, conforme Lima (2000), uma funcdo f: A — B consta de trés
partes: um conjunto A, denominado o dominio da fun¢@o (ou o conjunto em que a funcdo ¢
definida), um conjunto B, denominado o contradominio da fung¢ao, ou o conjunto no qual a
fungdo toma valores, e uma regra que permite associar, de modo bem determinado, a cada
X € A, um Unico elemento f(x) € B, denominado o valor que a fun¢@o assume em x (ou no
ponto x). Além disso, ndo se deve confundir f com f(x): f ¢ a fungdo, ao passo que f(x) ¢

o valor que a fun¢do assume num ponto x do seu dominio.

A natureza da regra que ensina como obter o valor f(x) € B quando ¢ dado x € A ¢
inteiramente arbitraria, sendo sujeita apenas a duas condi¢des: 1*) Nao deve haver excecdes:
a fim de que f tenha o conjunto A como dominio, a regra deve fornecer f(x) para todo
x € A; 2*) Nao deve haver ambiguidades: a cada x € A, a regra deve fazer corresponder um

unico f(x) em B.

CONTRIBUICOES DOS PARADOXOS PARA A EDUCACAO MATEMATICA -
POSSIBILIDADES DE UM NOVO OLHAR PARA OS ERROS DOS ALUNOS

E ampla a literatura que discute o papel dos erros cometidos pelos alunos no processo
de aprendizagem da Matematica, explorando varias abordagens de investigacdo em
diferentes niveis de ensino, ainda que o maior nimero de estudos discuta os erros de

Matematica nos niveis da Educa¢ao Basica.

Radatz (1980), ao realizar uma revisdo sobre as pesquisas de analises dos erros dos
alunos publicadas na Alemanha e nos Estados Unidos até o final da década de 1970, discute
que as visdes sobre o papel dos erros na aprendizagem de Matemadtica “sdo caracterizadas
por diferentes abordagens e interesses, influenciadas pelas correntes contemporaneas da
Pedagogia e da Psicologia, bem como pelos objetivos e formas de organizagdo determinados
pelas politicas educacionais” (RADATZ, 1980, p.16). Ainda que, inicialmente, os erros
tenham sido tomados como uma forma de classificar e avaliar os alunos, posteriormente,
outras visdes foram surgindo. Por exemplo:

a visdo de que os erros contribuem com a pratica docente no diagndstico das

dificuldades de aprendizagem e para criar condi¢des para que o professor possa
desenvolver um trabalho de apoio ao desenvolvimento de cada aluno; a visdo de
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que os erros sdo um ponto de partida para a pesquisa sobre o processo de ensino-
aprendizagem matematico e como promissora estratégia de pesquisa para
esclarecer algumas questdes fundamentais da aprendizagem matematica.
(RADATZ, 1980, p.16).

Concluindo seu estudo, Radatz adverte para a necessidade do desenvolvimento de
subsidios didaticos para o tratamento de dificuldades especificas de aprendizagem e dos

erros. (RADATZ, 1980, p.19)

Conforme Borasi (1996), os matematicos tém sido capazes de tirar proveito dos erros
de forma a contribuir de forma significativa para o crescimento do conhecimento
matematico. A autora apresenta quatro casos historicos* com o intuito de ilustrar o potencial
dos erros matematicos como ponto de partida para desafiar a visdo comum que se tem da
Matematica como um corpo de conhecimento absoluto, determinado e objetivo, e propor
uma reflexao sobre a natureza do conhecimento matematico, o processo mediante o qual ele

¢ construido e a nogao de erro matematico.

Como resultado da andlise dos casos histdricos, Borasi aponta que “a imagem da
Matematica que surge ¢ de uma disciplina muito mais experimental e falivel, criada como o
resultado de esfor¢os individuais bem como negociacdes sociais e passivel de
aperfeicoamentos continuos e até “revolugdes” radicais.” (BORASI, 1996, p.66).
Considerando essa visdo da Matemadtica, ndo se pode esperar que os erros sejam evitados,
mas sim que sejam considerados como uma parte integrante da criagdo de novos

conhecimentos.

Certamente, muitos dos professores que lecionam disciplinas de Calculo Diferencial

e Integral em diferentes cursos e, especialmente, no curso de Matematica, ja se depararam

~ ; - . . 1
com resolucdes de exercicios nas quais algum aluno escreve: lmb 1/x = ;= >
X—

Diante desse erro, que muitas vezes consideramos grave, enfatizamos em nossas

aulas que a divisdo por zero ¢ indeterminada e que ao escrevermos que quando x se aproxima

40s casos discutidos por Borasi (1996) sdo:

1. os resultados positivos da falta de rigor no desenvolvimento inicial do Calculo;

ii. as consequéncias surpreendentes da ndo demonstracdo do Postulado das Paralelas;

iii. lidando com as inevitaveis contradi¢des do conceito de infinito;

iv. refinamentos progressivos do Teorema de Euler sobre a “caracteristica” de poliedros.
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de zero, entdo lim 1/x = oo, estamos descrevendo o comportamento da fun¢ao quando os
valores de x se aproximam de zero e, nesse caso, o limite ndo existe. Mas antes de abordar
esse limite particular, os livros didaticos abordam os limites de fungdes elementares. Ainda
que a defini¢do de limite seja abordada, logo em seguida, os limites de fungdes elementares
definidas para todo x real, passam a ser calculados por intermédio de “substitui¢des”. Por
essa razdo, quando o aluno se depara com o limite da fungao f: (0, +o) € R — R, definida
por f(x) = 1/x, quando os valores de x se aproximam de zero pela direita, ndo ¢ tao

estranho que o aluno o resolva da forma apresentada no paragrafo anterior.

Situagdo semelhante ocorre com a definicao de fun¢do. A maioria dos livros didaticos
adota a definicdo de funcdo contemporanea e apresenta uma lista extensa de exemplos de
funcdes elementares, em que o conjunto imagem (subconjunto do contradominio), formado
pelos valores f(x) que f assume nos pontos x de um subconjunto do dominio, podem ser
obtidas por meio de uma regra que depende somente da variavel x. Entretanto, pouca atengao
¢ dada as fung¢des que, por exemplo, ndo podem ser descritas mediante uma regra e isso faz

que muitos alunos ndo compreendam, realmente, o conceito de fungdo (CINTRA, 2018).

Além das situagdes descritas acima, quando trabalhamos com a defini¢do de niimero
racional e de continuidade, vemos erros iguais de interpretagdo e compreensdo cometidos

por diferentes alunos.

Na maioria das teorias matematicas a igualdade ¢ considerada uma relagao primitiva
indefinida, com a seguinte acep¢do: a igualdade ¢ uma relacdo entre declaracdes
matematicas, que assegura que essas sentengas representam o mesmo objeto matematico.
Em virtude do conceito de igualdade, quando pensamos que: se os nimeros de ambos 0s
lados de uma igualdade sdo escritos da mesma forma, entdo essa igualdade deve valer.
Entretanto, quando observamos esta igualdade 0,999 ---= 1 pode surgir a seguinte
questdo: o niumero que aparece na primeira igualdade ndo ¢ igual ao nimero que aparece na
segunda igualdade, entdo 0,999 ---# 1. Certamente, o significado do simbolo de
igualdade pode causar problemas. Assim, em alguns casos gera nos alunos de graduagao
certa hesitacdo, possivelmente eles intuem que 0,999 - - - ¢ “muito préximo” de 1, porém
ndo ¢ 1. Desse modo, parece que os alunos nio se sentem seguros em afirmar que ¢ igual a

1.

Revista de Educacdo Matematica (REMat), Sdo Paulo (SP), v. 19, n. 01, p. 1-24, 022013, 2022, eISSN: 2526-9062
DOI: 10.37001/remat25269062v19id588
Sociedade Brasileira de Educagdo Matematica — Regional Sdo Paulo (SBEM-SP)

19



Os Paradoxos no ensino de Matematica: uma perspectiva historica.

Para mostrar esta igualdade 0,999 ---= 1, podemos utilizar um argumento

algébrico quando temos nimero racional na forma fraciondria e suas representagdes na

forma de dizimas periddicas. Com efeito, sabemos que g = 0,333 -+ e a0 multiplicar ambos

os lados dessa igualdade por 3 obtemos Z =1=0,999---. Além disso, podemos utilizar

outro procedimento, que talvez seja mais persuasivo, a saber: x = 0,999 --- e ao multiplicar
ambos os lados dessa igualdade por 10 obtemos 10x = 9,999 --- ou 10x = 9 + 0,999 ---.
Em seguida, ao substituir essa igualdade por x = 0,999 -, obtemos 10x =9 + x ou

9x = 9 que dividida por 9, obtemos x = 1. Ainda podemos escrever a dizima periddica

0,999 --- como uma série infinita: 0,999 --- = i-i-iz + %+ -+ =9 (i+ L + L+ )
10 10 10 10 10Z 103

. roe ) A . 1 . . .
cuja série geométrica entre parénteses tem quociente —: e cuja igualdade acima

1

n
10) . Em continuidade, utilizando o

reescrevemos desta maneira: 0,999--- =9 Z,"{;l(

corolario do teorema da convergéncia para a série geométrica: se |q| <1, entdo

Y q" = ﬁ para calcular o valor da série geométrica proposta. Logo, obtemos

1
0,999 =9 - =9 == 1 Portanto, 0,999 - = 1,
10

Ao olharmos para os paradoxos que foram pesquisados, percebemos que até a
formaliza¢do que atualmente temos desses conceitos, os matematicos, ao longo da Historia
da Matematica, também se depararam com dificuldades, tiveram duvidas e propuseram
abordagens que geraram controvérsias sobre tais conceitos. Consequentemente, podemos,
em nossas aulas, trabalhar o desenvolvimento dessas ideias entendendo o erro do aluno de
uma nova maneira. Um docente que ministra aulas de Célculo Diferencial e Integral, por
exemplo, pode utilizar os paradoxos para mostrar aos seus alunos as dificuldades e os
obstaculos que foram enfrentados por diferentes matematicos quando buscaram estabelecer

uma defini¢do formal para muitos conceitos.

Ao pensarmos, por exemplo, sobre o conceito de fungdo, que hoje esta formalizado
e ¢ compreendido por nos, sem dificuldades, passamos a considerar o erro do aluno como
uma falha grave em sua formacdo. Entretanto, ao langarmos nosso olhar para o
desenvolvimento histérico da Matematica, percebemos que o conceito de fungdo por mais

de 400 anos foi sendo modificado e aprimorado, para somente no século XX, ser definido
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como o conhecemos atualmente. E, muitas vezes, o aluno tem uma nog¢ao de fungdo que ja

foi utilizada e adotada como defini¢do em algum periodo da Historia da Matematica.

Assim, esta pesquisa buscou encontrar as dificuldades que historicamente os
matematicos tiveram e, por meio do texto aqui apresentado, esperamos contribuir para uma
reflexdo, de professores e alunos, que possa auxiliar no processo de ensino e de

aprendizagem de tais conceitos.

Nao foi objetivo desta pesquisa elaborar uma sequéncia didatica ou atividades de
ensino, mas construir um texto que possa servir como um material de apoio para os
professores, ja que ainda s@o poucos os subsidios didaticos para o desenvolvimento de um
trabalho que explore as potencialidades pedagdgicas dos erros dos alunos em Matematica,

em especial, que abordem contetidos do Ensino Superior.

Enfim, o objetivo deste artigo ¢ considerar os erros e as dificuldades dos alunos na
aprendizagem de certos temas da Matematica e, diante disso, por meio da Historia da
Matematica, mostrar que a geragdo de um conceito ndo se produz de maneira imediata e
linear, porém, que muitas vezes, ¢ aprimorada e modificada em diferentes épocas, por

diferentes matematicos.

Esperamos que este trabalho possa ser utilizado em sala de aula como um ponto de
partida para as discussdes, mas, certamente, espero que cada docente possa, ao ler o texto,
vislumbrar uma nova maneira de enfrentar as dificuldades de seus alunos e buscar

alternativas e solugdes.

CONSIDERACOES FINAIS

Os matematicos, em seu trabalho, se deparam com contradi¢des que podem revelar
que foram assumidas premissas falsas ou que houve falta de rigor nos métodos empregados
(BORASI, 1996). Mas essas contradigdes levam os matemadticos a aperfeicoar suas
conjecturas e defini¢des, levando-os a compreender melhor os conceitos com os quais

trabalha.
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Por sua vez, os professores de Matematica, ao preparar suas aulas, elaboram ou
escolhem exemplos, problemas e exercicios que resolvem previamente. Mas, na sala de aula,
o professor apresenta um produto final, em que omite os erros que possa ter cometido, as
tentativas mal sucedidas de resolugdo, os métodos empregados que ndo foram adequados
para a solucdo de um determinado problema e até os problemas para os quais nio tenha

encontrado solu¢do ou tenha o conduzido a um resultado inesperado.

Os erros e as contradi¢des fazem parte da constru¢do do conhecimento matematico
e, portanto, esse aspecto deve ser abordado em qualquer discussdo sobre a natureza da

Matematica.

Além disso, devemos buscar subsidios que possam nos auxiliar no desenvolvimento
de um trabalho de ensino que objetive a exploracao dos erros dos alunos como uma estratégia

para auxiliar a sua aprendizagem.

Desse modo, neste artigo, procurou-se evidenciar que, em sua evolucdo, a
Matematica, em diferentes periodos, colecionou uma gama de paradoxos que se originaram
de debates, controvérsias, formulagdes, transformacdes, reformulacdes e expansdes de
problemas conceituais presentes nas teorias que foram elaboradas pelos matematicos e
filosofos que figuraram naqueles periodos. Por consequéncia, pode-se afirmar que os
paradoxos tiveram um impacto significativo no desenvolvimento da Matematica por meio
do refinamento e reformulag¢do de conceitos, ampliagdo de teorias existentes € o surgimento

de outras novas.

Em relacdo aos paradoxos apresentados neste artigo, procurou-se, de forma concisa,
expd-los historicamente, discuti-los coerentemente e analisa-los num contexto moderno com
o intuito de mostrar as inconsisténcias ldgicas e o “rigor”, inerente a época, apresentados na
gestacdo dos conceitos de uma teoria. Dessa forma, pretende-se que os exemplos de
paradoxos apresentados possam ser utilizados no ensino e aprendizagem dos conceitos de

fungdo e nimeros inteiros aos alunos dos cursos de Licenciatura em Matematica.

Por meio da ampliagdo das discussdes e dos conhecimentos na linha de pesquisa em
Histéria da Matemdtica como recurso metodoldgico, espera-se contribuir para o
aperfeicoamento de metodologias utilizadas em atividades de ensino e aprendizagem da

Matematica, dando aos professores a oportunidade de ampliar seus conhecimentos segundo
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informagdes historicas e filosoficas, para que tenham uma visdo extensa e explicita da
evolugdo das ideias da Matematica, bem como de seus conceitos ¢ teorias, ¢ fornecendo um

material que possa ser utilizado em sua pratica docente.

Finalmente, com as discussdes apresentadas neste artigo, espera-se despertar a
curiosidade e o senso critico dos alunos e dos professores com relagdo ao desenvolvimento
historico de um conceito ou teoria matematica, para que desenvolvam a capacidade de
gerenciar informacdes histéricas que possam ser Uteis para o processo de ensino e de
aprendizagem, levando em conta que, ao abordar um assunto matematico, ¢ fundamental
promover ambientes propicios para o debate, encorajar os alunos a desenvolverem
estratégias que possibilitem analisar pressupostos adjacentes a constru¢do de um conceito
ou teoria matematica, mostrar que as imperfei¢des da ldgica e argumentos erroneos sao uma
caracteristica comum na evolu¢do da Matematica, mobilizar conhecimentos para construir
de forma consistente e coerente conceitos matematicos, estender seus conhecimentos
historicos acerca dos conceitos e procedimentos matematicos e ampliar a visdo que t€ém dos

problemas da Matematica e do mundo em geral.
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