FIBONACCI E A EXPLICACAO
DE UM PARADOXO

NTRODUCAO

O movimento mundial mostrando a preocupagio de
se adequar o ensino da matemadtica ao interesse do apren-
diz aponta muitas vezes para a necessidade da utilizagéo
de materiais diddticos alternativos e motivadores. Com
essa preocupagdo, grande tem sido a divulgagdo de ma-
teriais manipuldveis, tais como quebra-cabegas e jogos
de toda sorte.

Sem divida, a utilizacdo desse tipo de material,
quando criteriosa, s6 pode contribuir para o sucesso do
ensino e da aprendizagem. E uma estratégia de
valorizagio da matemdtica através da motivacdo que
provoca tanto no aluno quanto no professor, desejosos
de abordagens mais abrangentes e dindmicas para suas
aulas. Mormente nos dias atuais, em que 0s recursos de
apelo visual dos meios de comunicagdo competem t&o
ostensivamente com a escola formal.

As abordagens de ontem, calcadas apenas na nature-
za axiomitica e dedutiva da matemdtica (especialmente
da geometria), devem, com pressa, dar lugar a uma pos-
tura mais voltada para o interesse, com apelo a experién-
cia sensorial do aluno, respeitando o modo peculiar de or-
ganizacdo do raciocinio em cada nivel de desenvolvimen-
to. Porém, diga-se com énfase, nunca deverd ser absoluta-
mente informal, sob pena de incorrer em erros fatais.

O processo l6gico-dedutivo deve sempre coroar qualquer
argumentagio no contexto de uma situacio de ensino.

UM PARADOXO

Mostramos aqui um aparente paradoxo, que ilustrard
a discussdo.
Um quadrado de lado 8 serd dissecado conforme a

ilustragdo: " 3
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Em seguida, as partes obtidas serdo montadas de modo
a formar um reténgulo:
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Area=13X5=65

Fig.2

Observa-se a diferenga de uma unidade entre as dreas
das figuras, apesar de uma ter sido composta pelas partes
da outra.

Importante observar nesse fato é que se nada foi
acrescentado e nada foi retirado, hd algum engano que a
nossa visdo estd sendo incapaz da captar. Estd ai um
exemplo de que nossos sentidos fisicos muitas vezes
falham, assim como nossa intuicdo. Daf a necessidade de
uma argumentacgao l6gica — uma dedugao.

3 ONDE ESTA A UNIDADE?

N3o é dificil mostrar que a interpretacao da figura
2, dada pela nossa viséo, contém um erro.
Sera que os pedagos assim arrumados formam uma
superficie retangular, realmente? Vejamos.

Considerando o trifingulo ABC, temos que tgA =5/13
Considerando o triingulo ADE, temos que tgA =3/8

Como 5/13 > 3/8, podemos concluir que ABC e ADE
ndo sdo tridngulos semelhantes, ou seja, que o lado AC
do tridngulo ABC n#o passa pelo ponto E. Em outras
palavras, a linha que na Fig.2 une os pontos A e C ndo é
um segmento de reta — ela se “quebra” no ponto E. Os
nossos olhos, imperfeitos que 840, nos enganaram.

Por conseguinte, a unidade que “acrescentamos”
ao formar o retangulo com as pegas do nosso quadrado,
estd distribuida ao longo da linha que une os pontos
AeC.

Se o lado do quadrado inicial fosse maior, essa “fenda”
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ficaria mais evidente e talvez suspeitdssemos mais facil-
mente do nosso engano.

4 SEMPRE FUNCIONA
ASSIM?

Vamos tomar agora um quadrado de lado 13 e

dissecd-lo : - ,
8 5

13
Area = 132= 169
Fig.3

Agora vamos construir o “retingulo” conforme
mostrado abaixo:

13 8

h
/

, 21
Area=8 X 21 =168
Fig.4

Neste caso, “sumiu” uma unidade! De modo analogo
ao anteriormente utilizado, podemos localizar a unidade
que foi “retirada”.

Ha indicios, como vimos pelos exemplos acima, de
que as vezes sobra e as vezes falta uma unidade ao trans-
formar o quadrado num “‘retingulo” .

QUANDO SOBRA?
QUANDO FALTA?

Nos dois exemplos acima os lados dos quadrados

ndo foram escolhidos ao acaso: sdo niimeros especiais.

Consideremos a série abaixo, onde os termos, a
partir do terceiro, sdo obtidos pela soma dos dois an-
teriores. Obtém-se assim uma série de Fibonacci':

0.1,1,2,3,58, 13,21, 34, .. (I)

Observamos que os lados dos quadrados nos nossos

exemplos sdo termos da série acima:
§=3+5¢ 13=5+8

A drea do retdngulo € maior ou menor que a do
quadrado que Ihe deu origem, dependendo de qual ni-
mero da série aditiva acima escolhemos para ser o
lado do quadrado. A partir dai, fica estabelecido o critério
para os cortes: os lados do quadrado serdo divididos de
acordo com os dois nimeros anteriores da série.

Podemos, para o propésito em questio, comecgar a
série com o0s nimeros | e 2:

1,23, 5,8 13, 21, 38, 55, ... (I

Com essa série podemos montar quebra-cabecas cujos
quadrados tenham lados medindo 3, 5, 8, etc.:

3=1+2
5=2+3
8§=3+3, etc.

Em qualquer seqiiéncia de inteiros como a que
estamos considerando, onde um termo ¢ a soma dos
dois precedentes, a razio de termos sucessivos se apro-
xima mais e mais do valor 1,618:

a, 5 +1

lim 1,618 =

n—w o a. 2

I

que € a chamado razdo durea.
De fato, vejamos alguns excmplos:

ag/a; =34221 = 1,6190476 (por excesso)

ag/ag =355/34 1,6176470 (por falta)

a /ay = 89/55 1.6181818 (por excesso)

ay /ay, = 144/89 = 16179775 (por falta)

O valor da razdo entre um termo e seu precedente os-
cila, de fato, em torno do valor 1,618 por falta e por exces-
so, dependendo da posi¢do que ocupam na seqiiéncia.

! Leonardo, Filho de Bonacci, resultou Fibonacei (1175 — 1240).
Matemadtico italiano, nascido em Pisa, também chamado Leonar-
do de Pisa.
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Isso explica o fato de as vezes “sobrar” e as vezes
“faltar” uma unidade nos retdngulos formados a par-
tir das pegas dos quadrados. Notemos que as razdes
acima séo exatamente dadas pelos lados dos tridngu-
los considerados dentro dos retangulos.

Notemos que, quanto maior o valor de #, mais proxi-
mo de 1,618 esta a razdo.

UMA SERIE ONDE
TUDO DA CERTO

Ha uma série onde tudo da certo. Essa série € linica
[3] € usa a divisdo aurea para fazer a dissecgdo do lado
do quadrado.

A série (II), €, como vimos, uma série aditiva, em
que a razdo entre qualquer de seus termos pelo termo
precedente ¢ constante, isto €:

w Ju, =5 +1)/2=0

constante para qualquer valor de n

A série abaixo, em que se usa essa razdo, é chamada
Série Aurea:

1, @, @2, @3 @% ... (D

Seja construido um quadrado com lado igual 4 soma
de dois niimeros consecutivos quaisquer dessa série.
Resulta, pelo quebra-cabega proposto anteriormente, um
retingulo cuja drea é exatamente igual a do quadrado
que lhe deu origem.

3 1

O
1 D

1 1

Area=(h+ 1)? =3¢h+2

Fig.5

O+ 1 )

20 +1

Area = P2G+1) = 3+2
Fig.6

Se tivéssemos escolhido 1+2 @& e 243 @ como nl-
meros consecutivos da série, deveriamos encontrar:

Area do quadrado:
B+5@)yr=55g +34

Area do retangulo:
G+8z)yr=(G+8@)2+3g)=
55@ + 34

Na medida certa; sem sobrar nem faltar?...

7 CONSIDERACOES
FINAIS

O propésito destas paginas ¢, de certo medo, discutir
procedimentos diddticos. Por isso, parece importante e ne-
cessario considerar como a emogdo do leitor pode ser
estimulante enquanto sua inteligéncia ¢ exercitada ao seguir
os argumentos matematicos. Como uma idéia matemdtica
pode ser composta, a0 mesmo tempo, pelo convencimento
através da logica e comovente por sua beleza.

O objeto de estudo escolhido — o paradoxo das areas,
a série de Fibonacci relacionada com a razdo durea —
para discutir a questdo do uso ingénuo de material dida-
tico manipuldvel é tdo vasto que folhas e folhas poderi-
am ser escritas sobre idéias com ele relacionadas.

A idéia basica € simples; muitos dos tépicos de conhe-
cimento em Matemadtica no ensino fundamental poderi-
am fazer uso dela e do apelo 4 sensibilidade estética dos
antigos gregos, desde os tempos de Pitdgoras. Importa,
sobretudo, evidenciar, além da necessidade dos argumen-
tos logicos, o prazer da descoberta e do aprofundamento.

2 Lembrando que G2 = @ + 1

*me" Dr" Maria Dolores Ceccato Mendes
ICM/USP-Sao Carlos

REVISTA DE EDUCAGAO MATEMATICA

ANO 6, N° 4, 1998 - p. 17



8. BIBLIOGRAFA

[1] Avila, G. — Retangulo Aureo, Divisdo Aurea e Seqjiéncia
de Fibonacci, in Revista do Professor de Matemdtica n®. 6, SBM,
1985.

[2] Barbosa, R M. — Descobrindo PadrSes Pitagéricos; Atual
Ed. 1" Edicao, 1993.

[3] Cameron, A. J. — Mathematical Enterprises for Schools
Pergamon Press, Norwich, 1968.

[4] Huntley, H.E. — The Divine Proportion - A study in

Mathematical Beauty; Dover Publications, INC., New York,
1970.

[5]Lourenco, M. L. & Silva, E. A. —Trés Quebra-Cabegas, in
Revista de Educacgio Matemética n°. 3, 1997.

[6] Pappas , T. —The Joy of Mathematics - Discovering
Mathematics All Around You, Wide World Publishing, 1986.

[7] Thomas, D. A. — Math Projects for Young Scientists,
Franklin Watts Editors, USA, 1988.

E AGORAY~

3
AREA =8.10+5.2 +8.10
=80+ 10+ 80
=170 5
8
///
//
18 L~ 5
//
T |
=
5 // 13
/"//

// ERA 169 (FIG. 3), DEPOIS "SUMIU" UM

i QUADRADINHO E FICARAM 168

8 (FIG. 4).
! AGORA, ALGUEM DEVOLVEU O
5 \ QUADRADINHO QUE "SUMIU" E
. "DEU" MAIS UM, FICANDO 170
i QUADRADINHOS.
! \
8

* Contribuicdo de "alguém" que estd escondido entre o quadradinho gue havia "sumido” e o quadradinho "intruso".
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