CALCULADORAS GRAFICAS E
FUNCOES QUADRATICAS

NTRODUCAO

Estudos que discutem o uso da calculadora no ensino
de Matemdtica aparecem a partir da segunda metade da
década de 70. Eles concentram-se no periodo de 1975 a
1980 e referem-se fundamentalmente as implicacdes
de sua utilizacdo na aprendizagem dos alunos (Silva,
1994). No Brasil a utilizacdo de calculadoras com as
quatro operacgdes jd era discutida em 1977 por
D’Ambrésio’.

Aqueles que apdiam o seu uso propéem énfase na
resolucdo de problemas em vez de procedimentos de
cdlculo, incentivando também o cdlculo mental que é
util na estimacgdo e verificacdo dos resultados fornecidos
pela calculadora. Eles argumentam que as
potencialidades da calculadora fazem dela um
instrumento pedagdgico de grande valor, além de se
tratar de uma mdquina de fdcil manipulacdo, portdtil e
que estd ao alcance das possibilidades econdmicas da
maioria dos alunos e de qualguer escola (Silva, 1994).
Além disso, a calculadora pode representar um protfo-
uso, uma porta aberta, um degrau para a utilizacdo dos
computadores (Machado, 1995).

Jd os cépticos em relacdo ao uso da calculadora, por
sua vez, insistem em dizer que as pessoas ficardo
dependentes da tecnologia e perderdo capacidades e
conhecimentos com papéis importantes na Matemdtica.

No Brasil € proibido utilizar calculadoras em testes
e exames tais como vestibulares e concursos piblicos.
Nas escolas hd alguma abertura para a utilizagdo da
calculadora quando o contelido em questdo ndo € cdlculo
aritmético que envolva principalmente adicdo, subtragdo,
multiplicagdo e divisdo.

Os estudos, de forma geral, apontam que a utilizacdo
da calculadora na escola ndo necessariamente conduzird
a conseqiiéncias desastrosas; no entanto, esta é uma
discussdo que permanece ainda em aberto (Fey, 1991).
De concreto, as calculadoras nunca foram massivamente
incorporadas a projetos educacionais por longos
periodos de tempo. No Brasil, seu uso foi apenas pontual.

Com relacao a calculadora grdfica, Dunham & Dick
(1994), considerando os poucos estudos realizados,

I pAmbrésio (1986) analisa a utilizagdo das calculadoras
com as quatro operagdes nas aulas de Matemdtica jd em 1977.
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afirmam que hd razdes para sermos otimistas em relagdo
ao seu uso no ensino de Matemdtica, embora seja uma
drea de estudo ainda recente e em desenvolvimento.

A calculadora grdfica possui os mesmos recursos de
uma calculadora cientifica e produz rapidamente a
representacdo grdfica de uma funcdo definida por sua
expressdo algébrica. Algumas justificativas para seu uso
séo semelhantes as justificativas para usar calculadoras
cientificas ou com as quatro operagoes: a calculadora
grifica é considerada como uma ferramenta portdtil e
mais acessivel que um computador, pois o preco de um
conjunto de calculadoras grdficas € equivalente ao prego
de um dnico microcomputador. As escolas podem
comprar alguns conjuntos de calculadoras grdficas e
estabelecer um revezamento de sua utilizagdo entre as
turmas de forma que o0s estudantes possam ter acesso as
calculadoras grdficas tanto em sala de aula, como fora
dela (Demana & Waits, 1992).

Algumas pesquisas tém utilizado a calculadora
grdfica como um instrumento diddtico-pedagdgico na
sala de aula de Matemdtica (Perl, 1992 e Estes, 1990,
por exemplo). Ela permite o estudo de vdrios contelidos
matemdticos, tais como geometria, polindmios e fungoes
(Ruthven, 1992; Powell, 1992; Arcavi, s/d).

Provavelmente devido a sua principal caracteristica,
tragar grdficos de fungdes definidas por expressdes
algébricas, muitos estudos envolvem a utilizacdo de
calculadoras grdficas no estudo de fungdes, apesar das
diferentes preocupacdes apresentadas (Ruthven, 1990;
Rich, 1991; Andrews, 1992, Slavit, 1994; Lauten et al.,
1994; Smart, 1995; Gémez, 1995). A calculadora grdfica
oferece a possibilidade de desenvolver um método com
maior componente empirico na investigacdo matemdtica
que conte também com maior énfase em visualizagdo
(Borba, 1997).

Embora se considere que o uso da calculadora grdfica
pode oferecer aos estudantes excelentes experiéncias de
aprendizagem (Demana & Waits, 1992), tem sido
apontada como necessdria a realizacdo de pesquisas
sobre os efeitos desta tecnologia no ensine e na
aprendizagem da Matemdtica (Jensen & Williams, 1993).

Levando em conta tais consideragdes relativas ao
custo, utilidade diddtico-pedagdgica e flexibilidade em
relacdo aos contelidos que podem ser abordados,
buscamos investigar o potencial da calculadora grdfica
no estudo de funcdes. Nossa preocupacdo estava
centrada no desenveolvimento de uma proposta
diddtico-pedagégica para o tema fungdes quadrdticas.
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ESTUDO

Com a intencfo, entdo, de analisar como o conteddo
fungdes quadraticas poderia ser estudado com o auxilio
da calculadora grifica, desenvolvemos uma proposta
didatico-pedagdgica® para este tema que contasse com
o auxilio da calculadora grifica. Esta proposta &
constituida por uma seqiiéncia de atividades que
envolvem o estudo de fun¢des quadriticas, e esta
seqiiéncia materializa uma perspectiva de estudar o
contetido, enfocando-se predominantemente aspectos
visuais e empiricos.

Logo, nosso objetivo nesta pesquisa era apresentar
uma proposta didatico-pedagdégica para o tema fungdes
quadréticas com o auxilio da calculadora gréfica.
Desenvolvemos esta proposta com dois estudantes de 2°.
grau, e a partir da andlise do trabalho destes estudantes
com a proposta discutimos como o tema func¢des
quadréaticas pode ser estudado com o auxilio da
calculadora grifica (Souza, 1996).

Este artigo apresenta as caracteristicas da proposta
diddtico-pedagdgica elaborada para trabalhar funcgdes
quadréticas com o auxilio da calculadora grifica e discute
um episédio no qual um estudante de 2° grau desenvolveu
atividades que envolviam funcdes quadrédticas e
transformacdes.

B)
ROPOSTA
DIDATICO-
PEDAGOGICA

Nossa proposta se ap6ia no uso da calculadora grafica
e enfatiza a visualizagfio e a experimentacio. Por
visualizagdo entendemos o processo de formar imagens,
seja mentalmente, seja com o auxilio de 1apis e papel ou
tecnologia. A visualizacZo é empregada com o objetivo
de estimular o processo de descobrimento matematico,
obtendo uma maior compreensfio matemdética
(Zimmermann & Cunninghan, 1991).

2g proposta diddtico-pedagogica na medida em gue envolve
uma proposta sobre ensino e sobre educacdo. A abordagem
diddtica aborda a relacdo estudante/entrevistador/calculadora
grdfica. O aspecto pedagégico considera em que direcdo a
educacdo se estd processando, ou seja,

- Trabalhar o conteiido com esse meio permite ao estudante
desenvolver-se em que aspectos?

- Qual o significado dessa aprendizagem?

- Como cidaddo, o que fica para o estudante dessa
aprendizagem (meio/conteiido)? Como matemuditico, o que resulta
de enfocar predominantemente determinados aspectos?

Logo, a proposta diddtico-pedagdgica néo se resume apenas
a exposicdo de uma segiiéncia de atividades que visam a
aprendizagem de um conterido, embora se apresente para o estudante
apenas como tal seqiiéncia. Ela representa uma visdo de como se
podem explorar as potencialidades da calculadora grdfica.

Nas escolas, o aspecto visual € normalmente deixado
em segundo plano. O estudo de funces quadraticas é
mais dominado pelo aspecto algébrico. Os exercicios
propostos aos estudantes envolvem, em geral, apenas
manipulacfo algébrica e a construcdo de grificos por
meio de uma tabela de pontos que satisfacam a expresséo
analitica. Se este tipo de trabalho € justificado pela midia
utilizada, ldpis e papel, com o argumento de que, se 0s
estudantes fossem construir os graficos no papel, muito
tempo seria gasto, a introducfo da calculadora grifica,
ou mesmo um software grafico, pode oferecer condigdes
para que esse quadro seja modificado.

Uma seqii€ncia de atividades foi elaborada para o
estudo de funcdes quadrdticas. Ela possui tarefas que
abrangem o contetddo normalmente estudado na escola e
tarefas que envolvem algum contetido que normalmente
ndo € abordado na escola, mas que pode vir a sé-lo por
se tornar mais acessivel com o auxilio da calculadora
gréafica. A proposta didatico-pedagdgica se propde, entzo,
a cobrir os temas abordados em sala de aula, e a ir além,
devido as potencialidades da calculadora grafica. Neste
estudo a calculadora gréfica utilizada foi a Casio fx-8700
GB- . Nesta calculadora & possivel tracar dois ou mais
graficos a0 mesmo tempo, ou seja, na mesma tela, o que
torna possivel a comparac@o entre eles.

A seqiiéncia de atividades foi elaborada a partir de
estudos ji realizados, considerando as recomendacdes
feitas por Movshovitz-Hadar (1988) e Goldenberg (1988),
no sentido de que os estudantes devery aproveitar suas
experiéncias prévias com funcdes do 1 . grau no estudo
de funcdes quadraticas. Algumas atividades sdo
adaptacdes de atividades propostas por Ruthven (1992),
Arcavi (s/d), Powell (1992) e Afamasaga-Fuata’i (1992).

Esta seqgiiéncia de atividades estd dividida em trés
partes principais, sendo cada uma delas composta por
uma série de atividades.

A primeira parte tem como objetivo verificar o que o
estudante sabe sobre plano cartesiano e sobre fungao do
1°. grau, f(x)=ax+b. Ao mesmo tempo, esta parte serve
como um tutorial, na medida em que introduz comandos
da calculadora gréfica.

A segunda parte introduz funcdes quadraticas como
uma familia de fung¢des, dentre outras que o estudante
traca na calculadora grifica. Nesta parte € feito um estudo
com problemas abertos sobre a relacfo entre os
coeficientes de uma funcfo quadrética escrita na forma
f(x) = ax2+bx+c e seu grafico.

A terceira parte abrange um estudo com questdes mais
fechadas que englobam os tépicos normalmente
estudados na escola no 2°. grau: grificos de funcdes
quadréticas, concavidade da pardbola, crescimento e
decrescimento de func¢des, zeros (associados com o delta),
vértice e sinal de fungbes quadraticas.

Nestas 3 séries de atividades os estudantes comegam
explorando o plano cartesiano e funcbes do 1°. grau
escritas na forma f(x)=ax+b; trabalham com diferentes
funcdes a fim de identificar as fungdes quadréticas como

3 Atualmente existem calculadoras grdficas com mais recursos
e, por esta razdo, esta proposta diddtico-pedagdgica pode ser
enriquecida.
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uma familia de fungdes dentre muitas; e acabam
envolvidos com questdes mais fechadas sobre fungdes
quadriticas que se referem aos temas normalmente
estudados na escola .

De acordo com o enfoque proposto, esperdvamos que
os estudantes trabalhassem com funcdes quadréticas
estabelecendo relagbes entre as representacoes, sendo
capazes de associar mudangas no grafico com mudancas
nos coeficientes da expressao algébrica e vice-versa, por
exemplo. Esperdvamos também que este enfoque
permitisse que os estudantes soubessem resolver as
questdes que normalmente aparecem nos livros didaticos
e sdo consideradas na sala de aula.

ETODOLOGIA

Dois estudantes de 2°. grau foram entrevistados
individualmente ao trabalharem com as atividades da
proposta didédtico-pedagégica, fazendo uso da
calculadora grafica. Foram realizadas cerca de 5 sessdes
de duas horas aproximadamente com cada estudante
entrevistado. Este estudo pode ser visto como um
“experimento de ensino” construtivista que, de acordo com
Cobb & Steffe (1983), consiste basicamente de uma série
de encontros individuais com um estudante por um certo
periodo de tempo. No “experimento de ensino”
construtivista o pesquisador deve estar constantemente
tentando ““ver” suas acdes e as do estudante sob o ponto de
vista do estudante, o que lhe permite compreender melhor
as estratégias que o estudante utiliza.

O trabalho com “experimento de ensino” implica um
processo de ensino-aprendizagem, sendo reconhecido,
entdo, que a constru¢io dos conhecimentos do estudante
se d4 também devido 2 sua interagio com o entrevistador.

Reconhecemos que hd uma grande diferenca entre o
ambiente de sala de aula e 0 ambiente de uma entrevista;
no entanto, quando entrevistamos um estudante, podemos
dar a ele o tempo que quiser para trabalhar em uma
determinada questdo, € além disso podemos criar modelos
mais detalhados sobre a forma de raciocinar. Esses fatores
ndo sdo possiveis em sala de aula (Borba & Confrey,
1996), pois é grande a quantidade de estudantes, e ha
uma diversidade ponderdvel entre o ritmo de trabalho de
cada um deles. Esperamos, todavia, que as conclusdes
acerca de como os estudantes trabalharam com a
calculadora grifica possam servir de parAmetros para seu
uso em outros contextos.

Discutiremos, agora, um epis6dio de um “experimento
de ensino” mostrando trechos de como Alessandra
trabalhou com uma atividade que envolvia fungdes
quadréticas e suas conjecturas ao investigar o pargmetro b
de fungdes quadriticas escritas na forma y=ax +bx+c.
Alessandra, uma estudante de 2° grau, foi entrevistada
por cinco sessdes de duas horas, aproximadamente. Ao
trabalhar em uma das atividades propostas, Alessandra

44 proposta diddtico-pedagdgica completa e a discussio de
sua aplicagdo podem ser encontradas em Souza (1996).

faz uma associagdo entre o valor do coeficiente b € 0 xy,.

D
ESULTADOS

Uma das funcdes tragadas na calculadora grifica era
y=x2-4x+20, que ndo aparecia na tela da calculadora
gréfica. A estudante tinha que falar sobre os coeficientes
a, b e ¢ desta fungdo.

Alessandra primeiramente teve que encontrar a fungéo na
tela da calculadora gréfica. Ela caminhou no sentido certo,
procurando a fungio para cima, observando a dica da atividade
que dizia que o sinal da fungZo era sempre positivo.

C

15-

Ao encontrar a funcio, Alessandra falou que a>0, por
causa da concavidade voltada para cima.

Para determinar o ¢, Alessandra utiliza o Trace® e
encontra o ponto onde a pardbola corta o eixo.

Utilizando ainda o comando Trace, Alessandra passa
pelo vértice, cujas coordenadas sdo (2,16), e afirma:

A: O b édois. Eu acho que €.
E: Vocé acha que o vértice coincide com o b?
A:E.

A idéia de Alessandra era que b=Xy.

Pergunto de onde vem esta idéia, se nos graficos
anteriores o “vértice” [referindo-se ao xy] coincidia
com o b.

Alessandra observa os graficos e vem com a
explicag3o de b como o dobro do x (referindo-se a0 Xy).

Ela diz que neste caso o b tem que ser menor que
zero, que b é negativo para dar do lado certo
(referindo-se ao fato do grafico ter o vértice do lado
direito do eixo y).

5 Trace é um comande da caleuladora grdfica que permite
percorrer o grdfico de uma fungdo jd tracado. Enquanto os pontos
da funcdo véo sendo percorridos, a calculadora fornece suas
coordenadas. O Trace torna possivel descobrir as coordenadas
de qualquer ponto da funcdo tragada.
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Assim, a estudante conclui que b=-4 e tracga,
entdo, o grafico procurado:

2
y=x -4x+20.

E: Como € que vocé viu que é 47

A: O x [referindo-se ao xy] €... Agui [referindo-se
ao b] € o dobro do x . .

E: Agora vamos s6 ver uma coisa. E...
que o b... Como € que vocé escolheu o b?

A: Porgue ele € o dobro do valor de x.

E: Isso: o dobro do valor de x. Onde? Em que ponto?

A: No vértice, nesse aqui. Aqui, olha, ele corta o...
porque € 2.

E: Porque € o vértice dele, né?!

A E.

E: Vamos ver se isso vale em outros casos.

Ao pedir para verificar se a relacdo encontrada®,
b=2x,, , vale em outros casos, Alessandra traca vérios
graficos de fungdes quadriticas na calculadora grafica.
Em vérios casos, Alessandra verifica que a relacfio é
valida. Somente quando traca o grifico de y=4x’-
4x+1 Alessandra encontra um exemplo onde a relagéo
nio vale. Ela conclui que isto acontece porque neste

vocé falou

casoa=4 1.

Esta idéia, de b ser o dobro do xy, é retomada em
uma outra atividade quando Alessandra estd procurando
a féormula de uma fungio quadrética, cujas raizes sio
3e -’]..

E importante ressaltar aqui que, ao associar b como
dobro do X, Alessandra estd, na verdade, pensando
no mddulo de b, pois o sinal deste coeficiente ela
determina olhando para o vértice da pardbola: se a
pardbola tiver concavidade voltada para cima, entdo
b>0 se o vértice estiver & esquerda do eixo y e b<0 se
o vértice estiver a direita do eixo y. Em relac@o 2
validade desta relacdo, as investigacdes de Alessandra
permitiram que ela concluisse que a relagdo 86 € vilida
quando a=1 ou a=-1.

De fato: x, = “Ta — —b=2ax, - b=-2ax,
a

sea=+x1 entﬁo’b‘ =‘2X\J

I ' ISCUSSAQ

As conclusdes de Alessandra sobre o coeficiente b
foram possiveis devido 4 experiéncia visual com os
graficos. A visualizacdo teve um papel importante na
compreensio da relacio entre os coeficientes de uma
funcfo quadrética e seu gréfico, uma vez que serviu de
guia para as investigacdes da estudante.

6 Esta mesma relacdo, b=2x, foi encontrada por outro
estudante que participou do estudo piloto e trabalhou com esta
atividade (Souza & Borba, 1995). Embora o piloto ndo tenha
contado com tantas atividades, podendo ser considerado como
uma pré-proposta, a idéia de trabalhar com os estudantes segundo
as 3 partes jd estava presente.

O enfoque aroposto permitiu, como considera Borba
(1993), que justificativas visuais fossem encontradas para
relacdes algébricas e vice-versa. Alessandra, por
exemplo, elaborou a conjectura de » como o dobro de
Xy: uma relag@o encontrada na representacdo grafica - a
posicdo do vértice - é explicada por Alessandra através
de relagdes na representac@o algébrica. Neste sentido,
este enfoque com &nfase em visualizacdo abre novas
opgdes no estudo de Matemdtica para aqueles que sfo
bloqueados em relagdo a Algebra. Os estudantes que tém
mais dificuldade ou resisténcia em trabalhar
algebricamente com os conceitos podem encontrar na
visualizacdo uma outra opco de investigacdo
matemética. Como ressalta Borba (1994), a importéncia
da visualizagdo ndo deve ser utilitiria, no sentido de
ajudar na compreensao da Algebra como ela realmente é
ou resolver os problemas da educagdo matematica; a
visualizac@o deve ser vista como um modo particular de
conhecer, dentre muitos, que é parte da atividade
matemdtica.

Além do enfoque visual, a calculadora gréfica
permitiu que os estudantes estudassem fun¢des por meio
de previsOes, testes e generalizagGes, num ambiente rico
de investigacfo, como j4 foi detectado por Smart (1995)
e por Jensen & Williams (1993).

O “aspecto empirico” favorecido pela calculadora
gréfica permitiu, por meio da constru¢do dos grificos,
que os estudantes reavaliassem constantemente suas
hipéteses e conjecturas, de acordo também com o trabalho
de Ruthven (1992). Trabalhando com atividades que
envolviam previsGes sobre os coeficientes de
determinados gréficos de funcdes quadraticas, a estudante
se envolveu em uma rica discussdo matemadtica que
incluiu até a identificacio de transformacdes.

A construcdo dos graficos auxiliou a estudante a
visualizar os diferentes tipos de mudancas que eles sofrem
quando suas expressdes algébricas sfo alteradas. Desta
forma, Alessandra foi capaz de relacionar mudancas no
grafico com mudancas nos coeficientes da expressdo, e
vice-versa. Deste modo consideramos que o design da
proposta influenciou o modo como os estudantes
compreenderam funcfo quadrética.

Além de enfatizar os componentes visual e empirico,
essa proposta diddtico-pedagdgica introduz grificos de
fungdes de vérias familias. Isto é feito na parte II da
proposta. As atividades desta série tém por objetivo
introduzir graficos de diferentes fungdes, tais como
f(x) = x3, f(x) = cos x, f(x) = 1/x, ..., incluindo funcdes
quadrdticas, permitindo que o estudante estabeleca
diferencas entre eles e trabalhe com funcio quadritica

como uma familia de fungdes, dentre muitas.
C A

Al y= x3  B: Y= (x-3)3 C:y= x3
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A:y=cosx B:y=cos2x C:y=05cosx

A
A:y:llx B:y=ix
A:y=x2 B:y=x2+1
C:y=-x2 D:y=—x2—1

O trabalho com grificos de fungdes quadraticas
permitiu aos estudantes relacionar transformacdes nos
graficos das funges com alteragdes nos coeficientes,
tema que n3o é normalmente tratado em sala de aula.
Esta forma de introduzir graficos de diferentes fungdes
teve, portanto, um resultado promissor, devendo ser mais
investigado em futuras pesquisas a fim de verificarmos
se os aspectos positivos do seu uso se confirmam.

Por outro lado, para aqueles que tém a preocupagao
de que os contetidos atualmente abordados na escolanzo
sejam perdidos com o uso desta midia, hd indicios de
que é possivel aprender temas normalmente estudados
na escola com o auxilio da calculadora grifica. Se este
fato se confirmar em outras pesquisas, este poderd vir a
ser um importante argumento contra a resisténcia de
professores que pensam que a calculadora grafica €
prejudicial por ndo permitir o estudo de tais temas.

Consideramos necessaria e importante a realizagdo de
uma pesquisa em sala de aula que utilize novas versdes da
proposta diddtico-pedagégica aqui estudada para que
outras interacdes como estudante-estudante e estudante-
professor possam ser incorporadas a este estudo. Como
h& muito poucos estudos no Brasil que envolvem a
utilizacdo de calculadoras gréficas, este estudo pode
fornecer aos professores vérias indicacoes de como lidar
com as estratégias dos estudantes, dando alguns exemplos
de como podem ser estas estratégias. Além disso, as
discussdes deste trabalho podem interessar especialmente
a professores e estudantes que tém disponibilidade de
utilizar calculadoras graficas ou softwares que permitam
o trabalho com énfase em visualizac¢o, como, por exemplo,
softwares de Tepresentacdes miiltiplas. Aqueles que nao
tém acesso a recursos informdticos sugerimos uma
adaptac@o das atividades da proposta didatico-pedagdgica
aqui apresentada a fim de que fungdes quadréticas sejam
trabalhadas com &nfase em visualizagdo. Sugerimos
também aos educadores, a partir deste estudo, a utilizagéo
de um enfoque com énfases visuais e empiricas ndo apenas
no estudo de fungdes quadriticas, mas também no estudo
de funcdes em geral, e de outros assuntos matematicos
que possuem descrigdes visuais.

Telma Souza Gracias

Marcelo Carvalho Borba
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