SEGOES CONICAS:
HISTORIA E ENSINO

SINTESE DA
HISTORIA
DAS CONICAS

a) Origens

NZo h4d um consenso sobre como nem quando as
secOes cOnicas apareceram na histéria da matematica.
Mas na versdo mais difundida, a de Eratdstenes (c. Séc.
[T aC), a origem estaria na tentativa de Menaecmo (Séc.
IV aC) de resolver o problema da duplicacdo do cubo:
ou seja, o problema consistindo em construir um cubo
cujo volume seja o dobro do volume de um outro cubo
dado, de lado a. Menaecmo era discipulo de Eudoxo
mas também foi membro da Academia de Platdo (427-
347 aC) onde esse problema foi estudado.

Essa hipdtese € bastante plausivel pois, algum tempo
antes, Hipo6crates de Quio (Séc. V aC) havia reduzido o
problema 2 inser¢@o de duas médias proporcionais entre
a e 2a, ou seja, a determinacio de x em

ax=x:y=y:2a, (1)
pois dai segue que x* = ay e y* = 2ax e portanto,
eliminando y, ¥’ = 24’ . Donde x = %/E)a, que é a
aresta do cubo procurado.

Considerando que essa solugdo foi obtida como
intersecdo das pardbolas de equacfo x* = ay e y* = 2ax
(figura a seguir), a versido de Eratétenes pode ter
procedéncia (notar que, além das pardbolas destacadas,
de (1) obtém-se também a equacdo xy = 24°de uma
hipérbole).

Y
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Obviamente, porém, os sistemas de coordenadas nao
eram conhecidos no tempo de Menaecmo nem ele os
inventou. A hipétese que normalmente se faz é que ele
teria obtido as cénicas raciocinando com os trés tipos de
cone de uma folha, no que se refere ao angulo da secdo
meridiana. No caso de o dngulo ser agudo, um plano que
corta a superficie do cone perpendicularmente a uma
geratriz determina uma elipse; se o dngulo € reto, a secéo
€ uma parabola; e se é um &ngulo obtuso, um ramo de
hipérbole (figura a seguir).

b) Apoldnio

A idéia utilizada por Menaecmo para obter as segles
cénicas foi retomada e desenvolvida substancialmente
por Euclides (c. 300 aC), numa obra intitulada Cénicas.
Infelizmente, porém, essa obra perdeu-se e apenas
indiretamente sabemos alguma coisa sobre ela.

Mas as maiores e mais significativas contribuicdes
legadas pela antigiiidade a teoria das secOes conicas se
devem a Apolénio de Perga (c. 262-169 aC) e
encontram-se em sua magistral obra, Segdes conicas,
originalmente composta de 8 livros. Desses, o0s quatro
primeiros talvez ndo passem de uma reconstituicdo da
obra similar de Buclides e existem em manuscritos gregos
dos séculos XI e XII. Dos demais, o dltimo se perdeu
(mas foi reconstituido por Edmond Halley [1656-1742],
com base em pistas colhidas na obra de Papus [c. 300
dC]), e os outros trés somente chegaram a nés numa
traducdo 4rabe do século IX. Gragas a Se¢des Cénicas,
uma obra extremamente criativa e abrangente, Apolénio
merecidamente ganhou de seus contemporineos o
cognome de O grande gedmetra.

Apolénio foi o primeiro matemdtico a perceber que
os trés tipos de cOnicas — elipse, pardbola e hipérbole
— podem ser obtidos como se¢bes de uma Unica
superficie cdnica, variando convenientemente a
inclinacido do plano de intersecdo. E, introduzindo
superficies conicas de duas folhas, foi capaz de obter os
dois ramos das hipérboles (figura que segue).
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Apesar de sua abordagem ser inicialmente
tridimensional, Apolénio estudou as c6nicas como
figuras planas. O exemplo que segue mostra bem a
engenhosidade da abordagem de Apolénio. Trata-se da
demonstrag@o do primeiro teorema sobre a elipse, com o
qual Apoldénio determina a propriedade métrica
caracteristica (symptome) dessa curva. As propriedades
correspondentes para as duas outras curvas podem ser
estabelecidas de maneira anloga e, por brevidade, serdo
omitidas aqui.

Na figura abaixo, ABC € uma secio meridiana
qualquer da superficie conica considerada e P é um ponto
comum a essa superficie e a um plano inclinado que a
corta. A intersecio € a elipse QPRP’ destacada na
figura. Pelo ponto P traga-se um plano

paralelo a base BC obtendo-se na superficie conica a
circunferéncia DPEP’. Finalmente, o ponto T indica a
intersecdo dos prolongamentos de OR e BC.

Isso posto, € facil verificar as seguintes semelhancas
de tridngulos:

A QHD = AQTB,

de onde resulta que QH/QT = DH/BT e portanto
DH = (OH.BT)/0T, 2)

A HER = ATCR,
do que decorre HE/TC = HR/RT , donde
HE = (HR.TC)/RT. 3)
Ademais, no circulo DPEP’ vale a bem conhecida
relacido:
PH’=DH HE. (4)

Substituindo (2) e (3) em (4), obtém-se a relagdo:

5 BLIC O HR
COT.RT = :

BT.TC
QOT.RT

com as suposicdes feitas, k # 1). Entio,

Facamos = k (pode-se mostrar que,

PH? = k.QH. HR (symptome daelipse)  (5)

onde, obviamente, as medida envolvidas na expressio
de k independem da posi¢dao do ponto genérico P da
elipse.

Para interpretar analiticamente a relacio (5)
introduzamos um sistema de coordenadas cartesianas no
plano da se¢io QPRP’, com a origem no ponto médio C
de OR, como mostra a figura que segue. Fazendo OR
= 2a e indicando por (x,y) as coordenadas de P, arelagio
(5) se transforma em

Y

A

=
|
I
|
26| Q
|
|
I
o

V=kla-x)a +x) = ka® - kx®
que € equivalente a

2 2
+ £
2 5 =

a”  ka
que € a equacdo de uma elipse de semi-eixos a e Vka.
Transladando os eixos coordenados de maneira a
colocar a origem em Q, essa equacio se transforma em

1 (6)

Y =kx(2a - x) = 2kax - kx?, (7
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foorma que serd mais conveniente para a questio a ser
tratada no proximo item.

Diga-se de passagem que nzo hd nenhuma referéncia
4 propriedade foco-diretriz das conicas (ver II-c) na obra
de Apolonio, muito cmbora, de acordo com Papus (c.
300), Euclides ja conhecesse essa propriedade. Assim, a
mais antiga formulag@o conhecida dessa propriedade
encontra-se em Colegdo Matemdtica, obra do préprio
Papus. Tampouco aparece na obra de Apolénio o conceito
numérico de excentricidade de uma conica. Ademais, 0s
gregos antigos ndo tinha um termo para designar o foco
de uma cénica. O termo atualmente usado s6 foi
introduzido no século XVII por Kepler (1571-1630).

¢) Ostermos “elipse”, “hipérbole” e “paribola”

Um dos problemas cujo estudo e solugao se atribui
aos pitagéricos é o da aplicacdo de dreas. Trés séo as
formas desse problema: “por falta”, “simples” ou “por
excesso” . Vejamos em que consiste 0 problema no caso
“por falta”, mas numa versdo que se ajusta aos NOSsOS
propdsitos.

Sdo dados: um segmento AB de comprimento
u, um guadrado de lado w e um retdngulo de lados
b e h. Construir um reténgulo de altura t cuja
base esteja sobre AB, a partir de A, mas tenha
medida menor que v, de modo que sua drea seja a
mesma da do quadrado dado e que o retdngulo
que “falta” para preencher AB (ver figura) seja
semelhante ao retdngulo dado.

Seja AC a base do tridngulo que se quer construir e
indiquemos por v a medida de CB. Devemos ter entao

ut-vt=w?. (8)

¢4— —>

Retingulo

t | Retdngulo a ser construido que falta

A C B

< a3
= o >

Mas, impondo a condi¢do de semelhanca dos
retingulos:

b v
bt 1
de onde segue que: V= Th— (&)
De (8) e (9) resulta que
w2 =ut ——1"
A (10)

Vale notar que para que essa forma de aplicagio de

4reas tenha solucdo deve-se ter Uf — > >0. Portanto

hu
< =
O<t< b

Por razdes 6bvias, os pitagéricos acabaram elegendo
a palavra elleipsis (“falta”), para indicar o problema de
aplicacdo de dreas por falta. E a palavra hyperbole
(“excesso”) para designar a aplicagdo de dreas por eXcesso
(a diferenca deste caso para com O anterior € que 0 ponto
C deve cair no prolongamento de AB e portanto 0 retAngulo
a ser construido tem um “excesso” em relagdo aquele sobre
AB). No caso de aplicacao simples (em grego parabole)
sio dados o segmento AB e o quadrado de drea w? apenas.
Pretende-se entio construir um retdngulo de base u (medida
de AB) e altura 7, de maneira que a area desse retingulo
seja igual 2 do quadrado. Isto €, W= ut.

Isso posto, torna-se evidente a razdo pela qual
Apolénio escolheu o termo “elipse” para designar a curva
cuja equag@o pode ser colocada na forma (7). De fato, a
propria equagdo nos mostra que 0s pontos dessa curva
estiio associados ao problema de aplicagdo de areas por
falta (“elleipsis”) sobre um segmento AB de medida 2ka e
como se d4 essa associacio. Para cada ponto (x,y) da elipse,
excluidos os vértices, trata-se de aplicar sobre 0 segmento
AB o retingulo de altura x e de érea y*, de maneira que 0
retangulo que “falta” seja semelhante a0 retingulo de base
k e altura 1, tendo portanto base kx e drea kx’. Note-se
que como, para as abscissas dos pontos considerados,
vale a relagio 0 <x <24, entdio a base do retingulo aplicado
mede 2ka - kx > 0, o que significa que a equacdo (7) traduz
efetivamente uma aplicagio de 4reas por falta, para cada
ponto da elipse, exceto os Vertices.

Uma argumentacfo andloga a anterior explica os
nomes pardbola e hipérbole adotados por Apoldnio para
designar as outras duas se¢des conicas.

II 0 ENSINO

DAS CONICAS

a) Introducio

As definicdes de elipse, hipérbole e pardbola
usualmente dadas num primeiro curso de geometria
analitica podem suscitar dividas nos alunos mais atentos
no que se refere 4 terminologia, uma vez que essas trés
curvas sio tratadas conjuntamente como segoes cOnicas
ou cnicas apenas e, A primeira vista, o aluno pode nao
perceber o que as trés curvas tém em comum para
merecerem a mesma designaco. Evidentemente ndo €
possivel esclarecer totalmente essa questao em nivel de
segundo grau e nem mesmo, em geral, no ciclo bésico
de um curso superior da drea de ciéncias exatas. Mas,
em nossa opinido, isso ndo significa que os professores
desses niveis nio devam estar bem inteirados a respeito
da matéria, até pelo contrério. Assim, 0 objetivo do que
segue é fornecer elementos que possam ajudar os
professores a ter uma visao mais ampla das raizes
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geométricas comuns s secdes conicas.

Como ponto de partida consideraremos as defini¢des das
trés conicas dadas por lezzi (p. 168-179)—diga-se de passagem
bem formuladas tendo em vista os objetivos da obra:

Elipse: Dados dois pontos distintos F e Fo
pertencentes a um plano o, seja 2¢ a distdncia entre
eles. Elipse € o conjunto dos pontos de o cuja soma
das distincias a F' , e F, € a constante 2q (sendo
2a > 2c¢).

Parabola: Dados um ponto F e uma reta d,
pertencentes a um plano o, com F ¢ d, sejap a
distancia entre F e d. Pardbola é o conjunto dos
pontos de o que estdo & mesma distincia de F
ed.

Hipérbole: Dados dois pontos distintos F L€
F, , pertencentes a um plano o, seja 2¢ a distancia
entre eles. Hipérbole € o conjunto dos pontos de
o cuja diferenca (em valor absoluto) das distancias
aF,eF,¢éaconstante 2a (sendo 0< 2a < 2¢).

Seguem as equacdes reduzidas e os graficos obtidos
a partir dessas definigdes.

Elipse
Y‘r
8, Pix, y)

BZ

/

.

Pardbola

d VV
V[F'\f
y2 = 2px

Hipérbole

Y

A
2
y

Bl

a> b

Pelo que se v&, tanto a partir das equacdes como a
partir dos graficos nao € uma tarefa fécil para o alunc
perceber as ligagGes entre esses lugares geométricos.

Certamente muitos professores nio se atém is
defini¢Ges analiticas e aos graficos e mostram aos alunos
como as trés curvas poderiam ser obtidas fazendo com
que um plano varidvel corte convenientemente uma
superficie conica de duas folhas. Mas, embora louvavel,
esse expediente ao nosso ver nao basta para dirimir por
completo a divida apontada. Duas questdes podem ainda
ficar no ar: (a) O que garante que as curvas obtidas através
das interse¢des descritas sdo exatamente aquelas curvas
definidas analiticamente em termos de certas distancias?
(b) Se sdo, como poderiamos defini-las conjuntamente
por métodos geométricos ou analiticos?

v

\/

A primeira questdo ji foi abordada, embora
parcialmente, na primeira parte do artigo, no caso da
elipse. Daremos a seguir uma resposta a segunda
pergunta.

b) Forma trinémia comum 3s trés conicas

Mostraremos nesta se¢io que as equacdes das trés
cdnicas (conforme defini¢io transcrita) admitem a
seguinte forma trindémia comum:

(11)

em que p > 0 e q € diferente de -1. Conforme g seja
menor que, igual a ou maior que zero trata-se
respectivamente de elipse, pardbola ou hipérbole. Isso
& consegue com uma simples translaciio de eixos.

Elipse: A equacio reduzida da elipse (mantidas as
notagdes das defini¢des transcritas na parte a) desta secdo)
é:

¥ =2px + gx?,

y?
=
a b
Note-se primeiro que devido 2 relagio a? = b? + ¢2
(estamos pressupondo que (c,0) & o foco da elipse situado
no semi-eixo positivo) ndo se pode ter a = b, visto que
¢ > 0. Transladando os eixos coordenados de maneira
a colocar a nova origem no ponto O’= (-a ,0), entdo o
novo sistema de coordenadas, XO’Y, relaciona-se com o
original através das equaces: X =x + gae ¥ = y. Dai: x
=X-a e y=Y Nonovo sistema a equacgdo da elipse
sera entdo:

(12)
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X—a)} Y
( 2) P
4 2
Dai: = CX*-2aX +a’
Y =b"-b 5 e portanto
a
. 2b° b*
y2="—Xx-—5X*, (127
a a

onde, obviamente, o coeficiente de X € positivo € 0
de X? negativo. Este dltimo, alids, é diferente de -1 ja
que a # b.

Pardbola: A equagdo reduzida da pardbola, y* = 2px,
em que p é a distdncia do foco a diretriz, ja é a forma
trindmia desejada, uma vez que, obviamente, p > 0.

Hipérbole: A equaggo reduzida da hipérbole é:
2 2

2 (13)

a® b

Diga-se de passagem que neste €aso pode ser igual
a b— tem-se entdo uma hipérbole equildtera. Fazendo-
se a translag@io que leva a origem inicial para o ponto
(a,0) e feitas as simplificacdes necessérias, chega-se a

, _2b - ’ 2

Y X =X,
a a
onde, evidentemente, os coeficientes de X e X? sdo
positivos e este dltimo diferente de -1.

Reciprocamente, consideremos uma curva cuja
equacdo, relativamente a um dado sistema de
coordenadas retangulares, tenha a forma (11), com p > 0
e g # -1. Se g = 0, obviamente trata-se da pardbola de
foco no ponto (p/2,0) e diretriz x = -p/2.

Suponhamos, agora, q # 0 e efetuemos a translacao
de eixos coordenados que leva a origem para O ponto
0’= (-p/g,0). Indicando o novo sistema de coordenadas
por XO’Y, a equagdo (1) se transforma em

2
y? =2p[X—£]+q[X-—£] _
q q

Feitos os calculos algébricos indicados e as
simplificacdes convenientes, chega-se a
2
Y:=- £ +gX 2.
q

Passando o termo ¢gX? para o primeiro membro e
£

(13%)

dividindo a igualdade resultante por — £ , obtém-se

2

X2 Y...

Evidentemente essa equacgdo representa uma elipse
se g < 0 e uma hipérbole se g > 0.

=1

¢) A propriedade (unificadora) foco-diretriz

O teorema que demonstraremos a seguir nos permitird
ver a elipse, a pardbola e a hipérbole como casos
particulares de um mesmo tipo de lugar geométrico.

Teorema: Uma curva plana é uma elipse (pardbola,
hipérbole) se, e somente se, no plano em que estd contida
se puder encontrar uma reta deumpontoF (F ¢ d), de
maneira que a razdo entre as distdncias de um ponto
genérico dacurva aF ea d seja uma constante e, COm
0 < e <1 (respectivamente, € = 1 ee>1).

Consideremos uma curva plana para a qual se possam
encontrar d e F nas condicdes do enunciado.
Consideremos entdo um sistema de coordenadas
cartesianas em que o eixo das abscissas seja a
perpendicular ad por F, com F no semi-eixo positivo,
e a origem seja o ponto dessa perpendicular cuja razéo
das distancias a F e d seja a constante e. Assim, se kéa
distancia de F a d, o ponto F e a equacio de d sG0 dados
respectivamente por

1L
y
. M(xy)
4—-——k s
k. u_ Y,
0 F x
d

De fato, com as notagdes da figura temos F = (u,0).
Mas, devido a escolha de O,

U
=e.
k—u
Disso decorre que u = ke - ue e portanto u (1+e) =
ke. Donde ke
T l+e’
Por outro lado, a equagdo da reta d é obviamente
" " ke -k
= — — =l— = —_ =y
* ( “) 1+e¢ 1+e¢

Indiquemos por M = (x,y) um ponto genérico do lugar
geométrico em estudo. Entao

ke \ "
x— +y*
1+e¢ 5
5 =e”.
k
X+
1+e
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Dessa igualdade decorre que

¥ = 2kex + (e? - )x2, (14)
equacdo simplificada do lugar geométrico. Como k e e
880 positivos, 2ke > 0. Também nio se podetere’-1=-
1 pois isso acarretaria e = 0. Assim, de acordo com o
resultado do item anterior, o lugar geométrico é uma
elipse se 0 <e <1, uma pardbola, se ¢ = 1 euma hipérbole
see>1.

Reciprocamente, consideremos agora uma conica. Se
se tratar de uma pardbola, a prépria definicdo usual ja
garante a existéncia da reta d e do ponto F, conforme o
exigido pelo enunciado. Consideremos agora a elipse
de equagdo (12) e facamos a seguinte experiéncia:
verificar se o foco (-¢,0) dessa elipse pode desempenhar
0 papel do ponto F do enunciado. Lembremos que a
distancia de um ponto genérico (x,y) da elipse a esse foco
€ dada por

a+ (c/a)x.

Verifiquemos também se é possivel encontrar uma
reta perpendicular ao eixo x que faca as vezes da reta d
do enunciado. Se a equacio dessa reta & x = u, €
conveniente impor que u < -a Pois nesse caso a
distdncia do ponto genérico (x,y) da elipse & reta d é
dada por -u# + x. Indicando PoOr e a razdo entre as
disténcias de (x,y) ao ponto (-c,0) e ad temos

a+(c/a)x
e =k
—u+x

Uma solug@o para essa equacio &, evidentemente, ¢
= ¢/a e, portanto, u = -(a%/c). Logo, o ponto F = (-¢,0) e
a reta d de equaciio x = -(a%c) atendem ao exigido na
tese. Pode-se mostrar que outra Op¢ao seria formada pelo
ponto F'= (c,0) e pelareta d’ de equacdo x = a’/c. Pode-
se demonstrar, ademais, que os tinicos pares (ponto, reta)
dentro do exigido sdo (F , d) e(F’,d).

Coisa andloga acontece com a hipérbole, mutatis
mutandis. A figura a seguir mostra um par foco-diretriz
da elipse.

e e

Defini¢ao: Uma reta d e um ponto F, dentro das
condigdes do enunciado do teorema, enominam-se

respectivamente diretriz e foco da cénica que
determinam. A razdo entre as distdncias de um
ponto da cénica ao ponto F e & retad denomina-
se excentricidade da cénica. No caso das
pardbolas a excentricidade ¢ igual a 1: no caso
da elipse e da hipérbole a excentricidade é dada
por ¢/a.

Resulta entdo que a excentricidade de uma cénica é
Sempre um niimero maior que zero e que é menor que 1,
igual a 1 ou maior que 1, conforme se trate de uma elipse,
uma pardbola ou uma hipérbole.

Obs.: Do teorema decorre que existe sempre um
sistema de coordenadas retangulares em relagdo ao qual
aequagao de uma c6nica tem a forma (14). Essa equacdo
mostra que a conica € simétrica em relacio ao eixo das

ke
abscissas, onde se localiza o foco F = m 0. Isso
posto, consideremos a reta perpendicular a esse eixo
por F e determinemos seus pontos de interse¢do com a
cOnica. Para tanto temos de resolver o sistema formado
pelas equacdes

ke
Y =2kex + (- I)e x=1+e.

A resolugZo, aqui omitida, fornece os seguinte pontos:

ke k] ke .
L™ o L g 7 J

O segmento cujas extremidades sio esses pontos é
uma corda da cénica, perpendicular ao eixo pelo foco
considerado. A medida da corda, que obviamente & 2ke,
chama-se latus rectum ou pardmetro da conica. Note-se
que 0 latus rectum de uma cBnica é exatamente a medida
do segmento sobre o qual se deve fazer a aplicagio da
area y* com vistas a interpretar o nome dado 3 curva a
partir da forma trinémia comum e da terminologia
pitagérica (ver I-c).
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