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APRENDENDO CONSTRUIR
NOVOS MOSAICOS, AGORA
EM CALEIDOSCOPIOS
COM QUATRO ESPFLHOS

RUY MADSEN BARBOSA*

o UNIRP - SAO JOSE DO RIO PRETO
) CLAUDEMIR MURARI**

IGCE/UNESP - RIO CLARO

CALEIDOSCOPIOS !
ESUMO Kalos = belo

Eidos = formas
Skopein =ver

Neste artigo os autores fornecem aos professores
material para o trabalho em sala de aula, dando
continuidade ao seu estudo de obtencio em
caleidoscépios de pavimentacdes, lado —lado, uniformes
com poligonos regulares; buscando bases para coloragdes
miiltiplas

Ora.... ! Qualquer figura que desenharmos
numa base para 4 espelhos dispostos
formando uma superficie prismatica
retangular de mesma base dard um belo
mosaico ! O que serd novo?!

Sabe-se que existem mosaicos de 11 tipos de

configuragdes uniformes com poligonos regulares: \
R

LADO-LADO
Toda aresta da pavimentagdo é

} comum a dois poligonos.
a) monoedrais : poig

I- (44,44 -4 quadrados,
2-  (6,6,6) — 3 hexdgonos regulares,
3- (3,3,3,3,3,3) — 6 tridngulos equilateros;

UNIFORME
Ao redor de todo né (vértice) da
pavimentacdo temos os mesmos poligonos e

- ; na mesma disposicdo
b) nZo monoedrais: Labie

4— (39496"4)7 5_ (35673:6)7 6- (31127]2)9
7- (4,6,12), 8-(4,8,8), 9-(3,3.4.3,4),
10- (3,3,3.44) e 11- (3,3,3,3.6).

NOTACAO: Cada niimero indica o niimero
de lados do poligono, e o posicionamento a
ordem do poligono ao redor de cada né.

As 8 primeiras podem ser obtidas em
caleidoscdpios de 3 espelhos planos; sendo que a 2, 3, 4, g%égﬁ_}%g 5(1987)

5, 6.¢ 7 em caleidoscopios com base triangular equil4tera, — i
enquanto a 1 e a 8 em caleidoscpios com bases tridngulos gﬁggggi_ 11999936b

retdngulos isosceles. BARBOSA/MURARI-1996

As pavimentagdes das outras 3 nfo se consegue obter ﬁgggﬁ?_ 11\19"91257

em caleidoscopios triangulares. MURARI- 1995 a
MURARI- 1995 b

S@o dadas bases para obtengfo em caleidoscépios a MURARI-1996
4 espelhos das pavimentagdes do tipo 9 e 10, para MURARIBARBOSA-1996
colorag@es muiltiplas.

Como resultado especial particular de uma delas é RANUCCI —(1968)
estudado a obtencio do mosaico monoedral com — CLEMENS-(1974)
pentigonos irregulares , freqiiente em ruas do Cairo. PARKER-(1975)

Os autores fornecem também bases para Palasia de Alhdmbia. —

caleidoscépios a 4 espelhos cujos visuais sfo de mmmm | Granada — Sec. [X
mosaicos de Alhambra.
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D _
B AVIMENTACAO
(3,3,4,3,4)

NO CALEIDOSCOPIO

Primeira solugdo — 5 cores
CONSTRUCAO GRAFICA DA BASE

A base para se obter a pavimenta¢io uniforme com
poligonos regulares de configurac@o (3,3,4,3.4) deve ser
quadrada, e pode ser obtida por dois procedimentos:

1 - Graficamente

a) Fase preliminar (com ldpis) (fig.1)

Construir um quadrado ABCD de lado "a";

Construir uma semi reta r de origem A;

Marcar um ponto E arbitrario em r;

Levantar em E a perpendicular s a retar;

Marcar Fem s (com o compasso) tal que EF = AE;

Levantar em F a perpendicular t a AF;

Marcar G em' t ( com o compasso) tal que FG = FE;

Construir v de A e G; marcar H em v ( com 0
compasso) tal que GH = GF;
Marcar J em r ( com o compasso) tal que Al = AH;
Construir por E paralela a JB determinando M em
AB;

Marcar (com o compasso) sucessivamente, nos lados
do quadrado, os pontos N, P e Q, tais que BN, CP e DQ
tenham a mesma medida que AM.

b) Fase da figura - base (com caneta ou hidrografica
preta) (fig.2)

Construir com trago continuo o quadrado MNPQ, e
com trago continuo bem largo os segmentos AM, BN,
CP e DQ;

Apagar os segmentos MB, NC, PD e QA, os quais
deviam estar ainda a ldpis ( em nossa figura estdo com
tracos interrompidos ); e apagar toda a constru¢ao auxiliar.

t/ H
G v
B Q A s
F
E
/M
P 4
J
C N B r

Fig.1- Construcdo grafica da
base para (3,3,4,3,4)

Fig.2-
Base do Caleidoscépio

2 - Calculando
E fdcil mostrar { com relaces métricas)

que AM = a( V3-1)2, portanto, pode-se obter a medida
de AM na base ABCD, multiplicando-se a medida “a”
do lado da base por 0,366; e em seguida proceder como
na construgdo grafica.

OLORINDO

Na base quadrada construida para o caleidoscépio
ficam formadas cinco regides: 1, 2, 3, 4 ¢ 5. Cada uma
delas pode ser colorida com uma cor

Observacéio: Ao colorir as regides 2, 3,4 e 5 ndo
tem importdncia, e € até conveniente, que o colorido
saic um pouco do quadrado — base onde ndo existermn
mais as linhas divisérias que foram apagadas.

m ISUAL

CALEIDOSCOPICO

O mosaico obtido no caleidoscépio a 4 espelhos
apresentard o aspecto da fig. [ onde se nota que os
quadrados terdo todos a mesma cor ( usada em 1), e os
tridngulos equildteros aparecerdo com as cores usadas
respectivamente em 2, 3, 4 e 5, mas aos pares de tridngulos
justapostos ( dai a necessidade do trago com maior
espessura em AM, BN, CP e DQ, para a divisdo perfeita
dos tridngulos, com a finalidade de ndo aparentarem
simples losangos). E aconselhdvel ndo usar cores escuras
para os tridingulos.

- PRENDENDO

SIMETRIA
REFLEXIONAL

O professor poderd aproveitar a base (como qualquer
outra base de caleidoscopios) para realizar com os alunos
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algumas atividades graficas de simetria reflexional.

Fornega cépias ( xerox, por exemplo) da base; pega
para tragarem as retas dos lados do quadrado — base.
Elas serdo os eixos de simetria reflexional,
correspondentes as interseccoes dos 4 espelhos planos
respectivamente com o plano do papel sobre a mesa.

Solicite para construirem os segmentos simétricos
de cada um dos segmentos da base em relaco a cada um
dos eixos, e de novo sucessivamente os segmentos
simétricos das imagens obtidas nos outros eixos.

Os alunos deverdo encontrar uma pavimentacio como
a da figura 3, o que os ajudard a compreender o que se
passa no caleidoscépio.

Uma exploracéo adequada é construir também os
simétricos dos eixos sucessivamente, formando uma rede
quadriculada. Agora, em cada quadrado da rede construir
nova base, porém em sentidos alternados. Esta técnica
poderé ser empregada em trabalhos extra classe.

Segunda solu¢do - 16 cores

C ONSTRUCAO
GRAFICA DA BASE

Seja a base quadrada AXYZ de lado "b". Dividimos
0 quadrado em 4 quadrados de lado a = b/2.

Aplicamos num quadrado parcial ABCD a construcio
anterior (gréfica ou por cilculo) para encontrar AM; e
em seguida usamos a mesma medida de AM para o0s
outros quadrados mas alternando os sentidos, como na
fig.3 (observar os tragos mais largos).

e ’
k :

3 c B
1

AT /o
/T\—(\“

Fig.3
Base do caleidoscépio
Para 16 cores

OLORINDO

Nessa base podemos usar até 16 cores : 4 para
quadrados e 12 para tridngulos equildteros. A seguir o

leitor observard que & mais estético empregar apenas 13
cores.

ISUAL )
CALEIDOSCOPICO

Teremos 6 pares de tridngulos justapostos com a
mesma cor; sao os das cores 5, 6, 7, 14, 15e 16 da fig.3.

Considerando este fato, pode-se para homogeneizar
0 visual, usar as cores 8 com 12, 9 com 10, e 11 com
13 iguais entre si, reduzindo o nimero de cores para
13; mas neste caso é aconselhdvel deixar os tracos
divisérios mais grossos entre cada novo par mono -
colorido.

Nota- Pode-se ainda optar por um procedimento
alternativo no caso do lado do quadrado — base nio estar
fixado. Inicia-se entdo com o quadrado MNPQ de lado
arbitrrio; depois, construir o quadrado ABCD de tal
forma que seus lados formem angulos de 60 e 30 graus
com os lados do quadrado anterior.

AVIMENTACAO
(3,3,3,4,4) NO
CALEIDOSCOPIO

Primeira solugéo — 6 cores
CONSTRUCAO GRAFICA DA BASE

Abase para esta pavimentacgo deverd ser retangular;
porém agora as medidas do retangulo-base podem ser
obtidas posteriormente, ficando em dependéncia da figura
construida o que facilita bastante.

a) Fase preliminar ( com ldpis) (fig. 4)

Marcar um ponto A arbitrario;

Construir r € s perpendiculares por A;

Marcar B arbitrério em r;

Marcar (com o compasso) C em s tal que

AC=2AB;

Construir t por C perpendicular a s;

Marcar (com o compasso) D em t tal queCD=AB ;

Construir o tridngulo equilitero BDE;

Construir por E perpendicular a r determinando F em
reGemt;

Marcar (com o compasso) Hemre J em t tais que FH
e GJ sejam iguais a AB;

Construir o segmento HJ e marcar ( com o compasso)
K em HJ tal que HK = AB.

b) Fase da figura - base (com caneta ou hidrogrdfica
preta).(fig.5)

Construir os segmentos BD,DE,EB,GE,EF, e EK com

REVISTA DE EDUCACAO MATEMATICA

ANO 6, N2 4, 1998 - p. 59



trago continuo, € 0s segmentos AB e CD com traco trifingulos com a cor n.2, intercalada com outra faixa de

continuo mais grosso; tridingulos com as cores alternadas n.3 e n.4.
Apagar os segmentos restantes ( que estdo na fig.5 Apresenta ainda outra faixa de quadrados, esta com
com traco interrompido). as cores n.5 e 1.6 alternadas (fig. IT)

Segunda solugd@o — 10 cores

S C A
<
ONSTRUCAO
D B GRAFICA DA BASE
a) Fase preliminar ( com Idpis) (fig.6)
<& E_p Marcar um ponto A arbitrario;
E Construir r e s perpendiculares por A;
Marcar um ponto B arbitrério em 1;
Marcar (com 0 cOmpasso) 0s pontos CeDems tais
J K H que AC=2. AB,e CD = AC;
L Marcar E (com o compasso)emt sem D com DE
vt = AB;
Construir BE;
e . = P Construir CF_L BE;
g;gi,tsgogﬂr'(lﬁog,ngca Construir (com o compasso) o DEFG e o DBFH
PALR 120526 equil4teros;
Construir a reta de G e H determinando J e K
respectivamente em 1 € 8;
1 Marcar ( com o compasso) M emr, N em s tais que
JM = KN = AB;
Construir a reta de N e M;
2 Marcar (com o compasso) P e Q nessa reta tais que
MQ e NP sejam iguais a AB; :
3 4 Construir HQ e GP.
b) Fase da figura — base ( com caneta ou hidrogrdfica
5 6 preta)
Construir com trago continuo todos os segmentos
indicados, exceto AB e DE que devem ser com trago
Fi continuo mais grosso.
ng°5 n Apagar 0s segmentos restantes (que estdo indicados
olf;l?é-lgzsglgzm na fig.6 com trago pontilhado).
idosc
S D C A
$ o
1 2
OLORINDO ‘ e
: E B
A figura- base divide o retingulo-base em 6 regides 4 6
que podem ser coloridas com 6 cores: 1,2,3,4,5¢e6, 3 5 7
sendo as cores 1, 5 e 6 para quadrados. Novamente as G
cores, com excegdo da n.2 , podem ultrapassar O K J
retangulo base. Nao use cor escura em 1. 8 9 10
ISUAL ‘ v,
CALEIDOSCOPICO
Fig.6-

O visual caleidoscépico se apresenta ao espectador

: : Figura — base para o calei opi
com uma faixa de quadrados com a cor n.1, uma faixa de | gur ase para o caleidoscopio
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OLORINDO

Na figura - base retangular obtida para o
caleidoscépio estdo formadas 10 regites. Cada uma pode
ser colorida com uma cor.

Ao colorir as regides, exceto as numeradas 4, 5 e 6,
pode-se ultrapassar um pouco o retingulo — base ( é até
conveniente para melhor reflexdo das cores ).

i‘ ISUAL

CALEIDOSCOPICO

O visual apresentar4 os quadrados de cor 1 aos pares
contiguos monocoloridos; 0 mesmo acontecendo com
os de cor 2.

Teremos portanto, uma faixa de quadrados ,
alternadamente 2 com cor 1 ¢ 2 com cor 2, daf a recomendacZo
para usar as cores 1 e 2 ndo escuras. Uma faixa de tridngulos
equilateros com cores 3,4, 5,6 e 7; e nova faixa de quadrados
com cores alternadas 8, 9 e 10.

E A PAVIMENTACAO DE
CONFIGURACAO
(3,3,3,3,6) 2!

A pavimentacio uniforme de confi guracio (3,3,3,3,6)
nao apresenta eixo de simetria reflexional, de onde segue
que € impossivel a sua obtengfo em caleidosc6pio com
qualquer niimero de espelhos planos !

AVIMENTACAO
COM PENTAGONOS

Néo existe pavimentac@o do plano com pentdgonos
regulares congruentes, o que deve ter sido notada sua
auséncia na lista das 11 pavimentagdes uniformes. O
professor pode mostrar aos seus alunos (conforme
Barbosa-1993a) realizando alguma experimentacZo
simples com material concreto. Bastaré colocar 3 pecas
de pentdgonos regulares ao redor de um ponto, utilizar-
se-d 324°, e empregando-se 4 usar-se-ia 432° , havendo
respectivamente lacuna e remonte.

O mais interessante do pentdgono é que justamente
ele, que ndo pavimenta uniformemente o plano com
regulares congruentes, pavimenta de diversas maneiras
com pentigonos irregulares congruentes.

Entre essas pavimentagbes com pentigonos
irregulares congruentes uma delas pode ser obtida

facilmente no caleidoscdpio a 4 espelhos aproveitando-
se a base para a configuragdo (3,3,4,3,4) .

ONSTRUCAO
GRAFICA DA BASE

Seja que construimos a base quadrada ABCD e nela
jé obtivemos o quadrado MNPQ (dada na fig.1).

Construimos entdo os segmentos MP e NQ ( que
devem ser perpendiculares entre si) determinando o
centro O; pelo centro O construimos (com traco continuo)
as perpendiculares aos lados dos quadrados, até
encontrarem os lados da base- quadrada

nos pontos X, Y, Z e W. Os segmentos AW, BX, CY
e DZ devem ficar com traco continuo grosso. Apague as
linhas que estdo na figura com trago interrompido

Fig.7: Figura — base quadrada para
obtencio em caleidoscopios da
pavimentacio dual da
pavimentacio (3,3,4,3,4), com
pentigonos irregulares
congruentes .

Chama-se padrdo dual aquele que é obtido tragando-
se as arestas correspondentes a cada dois pontos centrais
contiguos. Os pontos X, Y, Z ¢ W sfo os centros dos
tridngulos equildteros; quantas exploragdes possiveis !
{(Ver fig. III).

. OLORINDO

A figura — base forma 4 regides que podem ser
coloridas com 4 cores.

ISUAL
CALEIDOSCOPICO

O mosaico obtido possui todos pentdgonos
congruentes com 4 lados congruentes; 3 adngulos de
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120° e 2 de 90°. Contudo dois a dois justapostos com a
mesma cor (fig. ITT).

UTRA BASE

Cremos que o leitor observou que na construgio
anterior poderfamos ter marcado apenas os pontos M, N, P
e Q (da fig.1). Depois construiriamos simplesmente com
traco continuo os segmentos MP e NQ (perpendiculares
entre si). Teriamos obtido outra figura- base para
pavimentagdo com pentdgonos irregulares congruentes,
novamente com 4 lados congruentes, mas com 2 &ngulos de
90°, um de 150° , e 2 de 105° (Ver fig. IV).

D Q A

w )

N B

Fig.8: Figura — base quadrada
para obtencio em caleidoscopios
de pavimenta¢io com
pentagonos irregulares
congruentes.

MA BASE ESPECIAL

Ap6s o conhecimento das bases anteriores o leitor ja
deve ter concluido que é fécil obter uma base que forneca
em caleidoscépio uma pavimentagdo com pentdgonos
irregulares congruentes com 4 lados congruentes. Bastara
tracarmos dois segmentos perpendiculares entre si a partir
do centro do quadrado — base, desde que determinem o
ponto M no lado AB, tal que 0 < AM < AB/2. Entretanto,
em particular , pode-se provar que se

AM = AB(\ 7-1)/6 =0,274.AB  0s pentdgonos serio
equildteros (Ver fig. V).

Nota: Consta-nos que a pavimentagdo de
pentdgonos irregulares congruentes € bastante
fregiiente em ruas do Cairo / Egito, porém numa
situacdo especial nas quais os vdrios blocos
hexagonais, de 4 pentdgonos, alternadamente
possuem os lados colineares, fornecendo um
aspecto visual agraddvel a vista (Observar que
na fig. ITI isso ndo acontece).

M OSAICOS DE

ALHAMBRA EM

CALEIDOSCOPIO
A 4 ESPELHOS

Os omamentos do Paldcio de Alhambra (Granada-
Espanha), construido a partir do Sec. IX pelos mouros
que ocuparam a peninsula ibérica por 8 séculos, sdo de
rara beleza . Possui Alhambra vérias torres, entre elas a
de Comares, em cuja alcova do saldo do trono destaca-se
um mosaico azulejado. A figura - base seguinte mostra
como obté-lo em caleidoscopio a 4 espelhos com base-
quadrada.

C ONSTRUCAO
GRAFICA DA BASE

Divide-se a base - quadrada em 4 quadrados .
Construimos com trago continuo os segmentos que
passam pelo centro do quadrado — base com extremos
nos centros dos quadrados parciais. De cada centro
construimos com trago continuo um segmento de
perpendicular ao lado do quadrado — base ( conforme a
fig. 9). Apaga-se todas as construgdes auxiliares, que
estdo na figura com trago interrompido.

Fig.9: Figura — base para
obtencao em caleidoscopio de
mosaico da Torre de Comares

(Ver fig. VI).

C OMPENSACOES

A peca que se reproduz no caleidoscépio €um dos
bons exemplos de Alhambra como possivel inspirador
de Maurice Cornelius ESCHER, o notével artista
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holandés dos contornos duplos e compensacGes. Basta
observar a sucessao de figuras seguintes:

F IGURAS DOS
MOSAICOS

Fig. I: Pavimentacao Uniforme (3,3,4,3,4)
em caleidoscopio, a 4 cores.

Fig.10: Sucess3o de compensaces

num quadrado para se obter o 6 5 & 5

arquétipo do mosaico da Torre de

Comares. a

9 /q AN 2 k4 |

Nota- Nas anotacdes de Escher, quando de sua ] Seeenned 4
visita a Alhambra em 1936, constava este mosaico 2
da Torre de Comares; bem como entre outros 2 /N 2/\ 2
aquele da figura - base — quadrada para q\ N\ /4. 3
caleidoscopio que oferecemos a seguir . :
resumidamente. ¢ ‘:... ‘ d g

4 4 /\3

: 2 3/1 2

Fig. II: Pavimentacao uniforme
(3,3,3,4,4) em caleidoscépio, a 6 cores.

D L T T T TR e
PETNLEE R IR RE R E bbb bR e r v anna

1 sresrresarenaan

avuy
@8] L

Fig.11: Figura — base para i

obten¢do em caleidoscépio de b e o
mosaico de anotacoes de Fig. III: Pavimentacfo a 4 cores em caleidoscopio,
Escher(1936) de Alhambra. pentagonal dual da (3,3,4,3,4) - 4 Ilados congruentes,
(Ver fig. VII) 3 angulos de 120 graus e 2 retos.
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Fig. VII: Mosaico de
Fig. IV: Pavimentacdo a 4 cores angotagﬁes

em caleidoscépio, pentagonal - de Escher, Alhambra (1936) , em
4 lados congruentes, 2 angulos caleidoscépio.

retos, dois de 105 graus e um de

150 graus.
E ISPOSICAO

DOS ESPELHOS

Quadrado ou

/ reténgulo
Fig. V: Pavimentacio
pentagonal equilidtera em
caleidoscépio -2 dngulos de
114°18°, um de 131°24°, e 2
retos.

Fig.A: Caleidoscopio a
4 espelhos planos

Obs.- Poderdo também ser usados dois pares
de espelhos planos articulados do Kitcalei ou
Mini Kitcalei (Ver Barbosa 1997).

A PENDICE

(matemdtico)

Para caleidoscépios a 3 espelhos planos existem 3
. . possibilidades para as bases - triangulares: tridngulos
Fig. VI: Mosaico da Torre de equilateros (60°,60°, 60°), tridngulos retdngulos isésceles
Corr_lares = {klhambra, cm (90°,45°,45°), tridngulos retidngulos escalenos
caleidoscopio. (90°,60°,30°) (Ver Barbosa 1993a) . Vejamos no caso em
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pauta, para 4 espelhos, qual a forma angular do
quadrilatero-base.

Para que as imagens coincidam em cada angulo de
par de espelhos devemos ter que o seu dobro seja divisor
de 360° , ou que cada dngulo do quadrilatero precisa
ser divisor de 180° ; portanto colocando 180/a=n, (inteiro
positivo, 1=1,2, 3, 4 comnxz2)ema tatata= 3600,
encontramos

I/, +1/n,+ Un+ ln =2 (n

Supondo, sem perda de generalidade que n, < n, <
n, < n, teremos, substituindo em (1) todos por n ,
que n, <2, deonden = Do “

Substituindo em (1) encontra-se que

I, + I/, + I, =312 (2)

Novamente . trocando todos por n, em (2) enconiramos
n, <2, entdo necessariamente também n, = 2.

Com argumentagdo andloga
sucessivamente n, = n, = 2

encontramos
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13506-900,Rio Claro, S.P.
Tel (019) 534 01 23
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