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RESUMO

O presente artigo consiste numa investigacdo sobre a elaboracdo e resolucdo de problemas envolvendo o
raciocinio combinatério com estudantes de quinto ano do ensino fundamental. O estudo de natureza
qualitativa foi desenvolvido sob a perspectiva da Resolugdo de Problemas. A andlise de dados evidenciaram
estratégias de resolugdo sistematica e ndo sistematica, bem como a influéncia de estratégias oriundas de
orientacBes dos pesquisadores no processo de desenvolvimento do raciocinio combinatorio. Ficou evidente a
influéncia de gostos, preferéncias e outras agdes do cotidiano das criangas no processo de elaboragdo de
problemas. O processo de elaboracdo de problemas por parte das criancas precisa ser estimulado na sala de
aula, porém é imprescindivel que seja respeitado as particularidades e os momentos de vida e de maturagdo
de cada individuo ao longo desse processo. Acreditamos que outras pesquisas precisam ser desenvolvidas no
que concerne a elaboragdo e resolucdo de problemas combinatérios com foco no desenvolvimento do
raciocinio combinatério tendo novos olhares no que diz respeito a influéncias cotidianas escolares e néo
escolares.
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Designing and Solving Combinatorial Problems: an investigation with fifth-year
elementary school students
ABSTRACT

This article consists of an investigation into the elaboration and resolution of problems involving
combinatorial reasoning with fifth-year elementary school students. The qualitative study was developed
from the perspective of Problem Solving. Data analysis showed systematic and non-systematic resolution
strategies, as well as the influence of strategies derived from researchers' guidelines in the process of
developing combinatorial reasoning. The influence of tastes, preferences and other actions of children's daily
life in the process of elaborating problems was evident. The process of elaborating problems on the part of
children needs to be stimulated in the classroom, but it is imperative that the particularities and moments of
life and maturation of each individual be respected throughout this process. We believe that further research
needs to be developed with regard to the elaboration and resolution of combinatorial problems with a focus
on the development of combinatorial reasoning, taking new perspectives with regard to school and non-
school everyday influences.

Keywords: Mathematics; Combinatorics; Problem solving; Early Years; Elementary School.

Disefio y resolucion de problemas combinatorios: una investigacion con estudiantes
de quinto afio de primaria

RESUMEN
Este articulo consiste en una investigacion sobre la elaboracién y resolucion de problemas de razonamiento
combinatorio con estudiantes de quinto afio de primaria. El estudio cualitativo se desarrollé desde la
perspectiva de la Resolucién de Problemas. El andlisis de los datos mostrd estrategias de resolucién
sistematicas y no sistematicas, asi como la influencia de las estrategias derivadas de las directrices de los
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investigadores en el proceso de desarrollo del razonamiento combinatorio. Se evidencio la influencia de los
gustos, preferencias y otras acciones del cotidiano de los nifios en el proceso de elaboracion de los
problemas. El proceso de elaboracion de problemas por parte de los nifios necesita ser estimulado en el aula,
pero es imperativo que en todo este proceso se respeten las particularidades y momentos de vida y
maduracién de cada individuo. Creemos que es necesario desarrollar mas investigaciones en lo que respecta a
la elaboracion y resolucion de problemas combinatorios con un enfoque en el desarrollo del razonamiento
combinatorio, tomando nuevas perspectivas con respecto a las influencias cotidianas escolares y no escolares.
Palabras clave: Matematicas; Combinatoria; Solucién de problemas; Primeros afios; Ensefianza
fundamental.

INTRODUCAO
Neste artigo, dedicamo-nos a uma tarefa de resolugéo de problemas aplicada em um

experimento de ensino realizado em 2018 com estudantes de quinto ano do ensino
fundamental de uma escola publica do municipio de Vitdria no estado do Espirito Santo. A
investigagdo consistiu em analisar as estratégias intuitivas dos alunos, ou seja, suas
respostas a referida atividade sem necessariamente advirem de uma instrugdo sistematica,
bem como aquelas sistematizadas, pelo professor ou pesquisador ou pelos proprios
colegas, do ponto de vista de estudos da combinatdria.

Nossa investigacdo com as criangas se deu pelo fato de concordarmos com Pessoa e
Borba (2009, 2010) que consideram que os problemas de produto cartesiano, arranjo,
combinacdo e permutacdo devem ser trabalhados desde os anos iniciais. Em situacdes que
envolvem o raciocinio combinatério, os problemas podem solicitar que sejam listadas as
possibilidades de realizar algum tipo de agrupamento ou quantificar o total de
possibilidades de realizar um determinado tipo de agrupamento.

Para nds, o raciocinio combinatério € o modo de pensar sobre diferentes estratégias
para resolver problemas que envolvem selecdo, alocacdo, parti¢cdo, enumeracao, ordenacao,
contagem, otimizag&o, classificacdo, associa¢des entre elementos de um ou mais conjunto
e analise de existéncia de possibilidades mediante certas condicbes estabelecidas. A
medida que desenvolvemos o raciocinio combinatério e alguma capacidade de realizar
operacdes combinatdrias, diminuimos algumas dificuldades de enumerar ou contar 0s
nameros possiveis de casos dados que se podem mesclar e combinar, sem que tenhamos
omitido alguma possibilidade que deva ser considerada na solucao do problema.

RACIOCINIO COMBINATORIO
Nossa base teérica em combinatoria e raciocinio combinatdrio consistiu nos estudos

de Borba (2010, 2013), Pessoa e Borba (2009, 2010) e nos trabalhos de Batanero, Godino e
Navarro-Pelayo (1996) e Roa (2000), Morgado, Carvalho, Carvalho e Fernandez (1991),
Bachx, Poppe, Tavares (1975) e Hazzan (1993).
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Uma classificagdo dos problemas combinatdrios a partir dos procedimentos de
resolucéo é encontrada nos trabalhos de Batanero, Godino e Navarro-Pelayo (1996) e Roa
(2000). Esses primeiros pesquisadores trabalnam com o modelo combinatorio implicito
classificado em selecdo, alocacao e particdo. Roa (2000) acrescenta o composto (problema
que envolve mais de um esquema combinatério), ou seja, o enunciado pode envolver
selecdo e particdo, selecdo e alocacéo e assim por diante.

Segundo Batanero, Godino e Navarro-Pelayo (1996), os problemas de selecdo de
uma amostra de um conjunto é o tipo de problema que deu origem as noc¢des combinatdrias
mais primitivas de escolha de objetos e tém grande importancia para os estudos de
estatistica. Portanto, um problema de selecdo envolve a escolha, a preferéncia, a retirada de
objetos ou de elementos de um dado conjunto ou a ordenacdo dos elementos desse
conjunto. Um problema de alocacdo ou de colocacdo envolve a ideia de colocar, alocar,
inserir, depositar ou distribuir objetos em espacos, em vagas ou em casas (células). Ja os
problemas de particdo envolvem a ideia de subdividir os elementos de um conjunto em
subconjuntos.

Entre as operacGes solicitadas em problemas que envolvem o raciocinio
combinatério, estdo as permutacdes, que podem ser entendidas como as diferentes formas
de ordenar os elementos de um conjunto. Suponhamos que, alguém tenha cinco livros de
autores diferentes (Jorge Amado, Machado de Assis, José de Alencar, Graciliano Ramos e
Guimardes Rosa) e deseje organiza-los em uma estante, de modo que os livros fiqguem um
ao lado do outro. De quantas formas isso é possivel? Quais sdo as maneiras de fazer a
arrumacdo? Como cada livro é de autor diferente, a ordem em que eles estiverem
arrumados geram novas possibilidades, portanto existem 120 maneiras diferentes de
permutar os cinco livros. Agora imaginemos que uma pessoa deseje comprar um sorvete de
um determinado sabor (morango, flocos e chocolate) e a pessoa pode comprar em pote ou
na casquinha. Quais sdo as possibilidades? As possibilidades sdo comprar sorvete de
morango no pote ou sorvete de morango na casquinha, comprar sorvete de flocos no pote
ou comprar sorvete de flocos na casquinha e assim por diante com os demais sabores. Esse
tipo de tarefa envolve a ideia de produto cartesiano, que consiste na constru¢do dos
possiveis pares ordenados que vocé pode formar combinando o sabor do sorvete com o
tipo de recipiente (casquinha ou pote).

Ideias como essas estdo presentes nos problemas de raciocinio combinatério em

que as configuragcdes do conjunto original séo alteradas a medida que reagrupamos seus
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elementos de acordo com os critérios estabelecidos no enunciado (no texto) da tarefa
(problema) proposta. Mas como fazer a contagem? Como devemos pensar para chegar aos
resultados? Serd que um professor pode dialogar, questionar e provocar raciocinios que
auxiliem os alunos a pensarem no texto da tarefa, entender o que precisam considerar de
critérios estabelecidos sem dizer o que eles devem fazer? Que estratégias ou procedimentos
foram adotados para resolver o problema? Além de entendermos o que é a combinatoria,
interessa-nos saber como alunos desenvolvem o raciocinio combinatorio pelo viés da

resolucéo de problemas. Sobre o raciocinio combinatorio, Borba (2010), define-o como

[...] um modo de pensar presente na analise de situacbes nas quais, dados
determinados conjuntos, deve-se agrupar os elementos destes, de modo a atender
critérios especificos (de escolha e/ou ordenagdo dos elementos) e determinar-se —
direta ou indiretamente — o nimero total de agrupamentos possiveis. Este modo
de pensar é Gtil no cotidiano — por estar presente em situagdes variadas como
organizacOes de equipes, de campeonatos esportivos, de cardapios etc. — bem
como é aplicado em variadas areas do conhecimento — tais como Biologia,
Quimica, Estatistica, Ciéncias da Computacdo dentre outras — em situacles
classificatérias, por exemplo. O desenvolvimento do raciocinio combinatério,
portanto, é de extrema relevancia e deve ser alvo do ensino formal na Educacéo
Bésica (BORBA, 2010, p. 3).

O raciocinio combinatorio esta presente ndo s6 em situacdes escolares, mas também

no cotidiano das pessoas desde a infancia. De forma semelhante Pessoa e Borba (2009) nos
informam o que concebem como raciocinio combinatério. Essas autoras entendem o
raciocinio combinatério como um modo de pensar presente na analise de situacdes em que
elementos de determinados conjuntos devem ser agrupados atendendo a critérios
especificos de escolha e/ou ordenacdo. Além disso, 0 nimero de agrupamentos possiveis
pode ser determinado de forma direta contando os casos um a um ou de forma indireta por
meio de um calculo especifico. O raciocinio combinatorio exige uma forma de pensar em
que as ideias sejam encadeadas e contribuam para a organizacdo do pensamento de modo
que seja possivel obter de forma direta ou indireta as possibilidades solicitadas num
problema. De acordo com Dewey (1979), ha quatro sentidos diferentes para a palavra
pensamento. O primeiro esta relacionado ao que se passa na nossa mente, em NOSSOS
sonhos e devaneios, ou seja, ideias desordenadas que passam pela nossa cabeca de forma
desregrada. O segundo refere-se a uma atividade mental de representacdo consciente, mas
as ideias ndo se apresentam numa sequéncia ordenada. Neste caso, as ideias ndo se apoiam
nas anteriores ou em algo a elas relacionado. Podemos pensar em Vvarios casos, mas que
ndo estejam relacionados entre si. Outro sentido de pensamento que encontramos em

Dewey (1979) trata do pensamento encadeado, ou seja, as ideias sdo representagdes
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mentais oriundas de uma cadeia sucessiva de reflexdes que derivam de conexodes
estabelecidas de forma l6gica entre as ideias.

A sequéncia de ideias encadeadas possibilita chegar a um alvo (ou a um propdsito
estabelecido). Encontramos ainda em Dewey (1979) outro sentido para pensamento: a
crenga. Temos a crenga primitiva, que pode estar fundamentada naquilo que é evidenciado
no que podemos ver (ou seja: uma evidéncia ndo examinada ou n&o investigada). A crenca
posterior apoia-se num estudo cuidadoso, mais amplo e intencional sobre o aspecto que se
deseja observar, fazendo verificacGes e andlises de possiveis resultados em comparacao
com outras crencgas. Isto € um processo de investigagdo. Por fim, o pensamento reflexivo,
que, segundo Dewey (1979), apresenta cinco fases, a saber:

(1) as sugestdes, nas quais o espirito salta para uma possivel solugdo; (2) uma
intelectualizagdo da dificuldade ou perplexidade que foi sentida (diretamente
experimentada) e que passa, entdo, a constituir um problema a resolver, uma
questdo cuja resposta deve ser procurada; (3) o uso de uma sugestdo em seguida
a outra, como ideia-guia ou hipétese, a iniciar e guiar a observacdo e outras
operagOes durante a coleta de fatos; (4) a elaboracdo mental da ideia ou
suposi¢do, como ideia ou suposi¢do (raciocinio, no sentido de parte da inferéncia
e ndo da inferéncia inteira); e (5) a verificacdo da hipdtese, mediante acdo
exterior ou imaginativa (DEWEY, 1979, p. 111-112).

Estes tipos de pensamentos apresentados por Dewey tém ligacdo com o que 0S

pesquisadores espanhois discutem em seus trabalhos sobre sistematizacdo e nao
sistematizacdo de estratégias intuitivas de alunos ao resolverem problemas combinatorios.
Quando o aluno d& alguma resposta que aparentemente pode nao ter nenhum sentido com o
que ¢é solicitado no problema de combinatéria, tal resposta pode ser apenas um devaneio.
Quando apresenta uma resposta incompleta sem sistematizacdo o pensamento pode ser
desordenado sem que as ideias estejam apoiadas nas anteriores. JA& no pensamento
sistematico as ideias apoiam-se nas anteriores de modo que os alunos consigam encontrar
todas ou quase todas as possibilidades. Em situacdes que envolvem o raciocinio
combinatério, os problemas podem solicitar que sejam listadas as possibilidades de realizar
algum tipo de agrupamento ou quantificar o total de possibilidades de realizar um
determinado tipo de agrupamento. Além disso, podem exigir a recursividade ou uma
generalizacdo dos procedimentos de resolucdo, e, dependendo da estrutura da tarefa, €
necessario o desenvolvimento de diferentes técnicas de contagem e isso exige sempre a
reflexdo dos sujeitos em verificar se sua resposta atende ao que estd sendo solicitado no

problema.
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RESOLUCAO DE PROBLEMAS
Nosso trabalho foi desenvolvido sob a perspectiva da resolugéo de problemas com

base em Polya (1995), Lester (1987), Santos (1997), Santos-Wagner (2008), Hoffman e
Santos-Wagner (2011) e Onuchic e Allevato (2004, 2011), D’Ambrosio (2017) e de
possiveis obstaculos com base em Brosseau (1976).

Segundo Vale, Pimentel e Barbosa (2015), a investigacdo em resolucdo de
problemas de matematica iniciou-se sob a influéncia de Polya com o seu trabalho ‘“‘How to
solve it’’, publicado em 1945. Em seu trabalho, Polya ja discutia sobre como resolver
problemas matematicos, e, com base em sua obra, outros educadores matematicos

focalizaram estudos sobre

[...] o modo como os alunos talentosos resolviam problemas (e.g. Anderson,
Boyle & Reiser, 1985), sobre o ensino de estratégias de resolugdo (heuristicas) e
processos metacognitivos (e.g. Charles & Silver, 1988; Lester, Garofalo & Kroll,
1989; Schoenfeld, 1992), e, mais recentemente, sobre a relagdo com a modelacao
matematica (e.g. English et al., 2008) (VALE; PIMENTEL; BARBOSA, 2015,
p. 40).

Os Parametros Curriculares Nacionais (BRASIL, 1997) da 1.2 a 4.2 série ja

estabeleciam que, em matematica, os resultados de desempenho dos alunos em geral eram
insatisfatorios e davam maior destaque a questdes envolvendo procedimentos e resolugdo
de problemas. Esse documento também argumenta, ainda, que “[...] o ensino da
matematica ainda é feito sem levar em conta os aspectos que a vinculam com a prética
cotidiana, tornando-a desprovida de significado para o aluno” (BRASIL, 1997, p. 24).

O ensino de matematica utilizando situacdes que envolvem aplicar conhecimentos
adquiridos em anos anteriores e ao alcance dos alunos gerou debates sobre o ensino desde
a resolucdo de problemas. Como eixo organizador do ensino e da aprendizagem
matematica, de acordo com o documento dos PCN (BRASIL, 1998), a resolucdo de
problemas é importante por servir: 1) como ponto de partida para o ensino e aprendizagem
de conceitos e métodos matematicos; 2) como forma de estruturacdo matematica por meio
da interpretacdo do enunciado; 3) como uma forma de articular conceitos matematicos com
outros ja aprendidos; 4) como um meio de promover o estudo de generalizacdes e; 5) como
uma orientacdo para a aprendizagem de conceitos, procedimentos e atitudes matematicas.

De acordo com Onuchic (1999), ndo havia concordancia quanto & maneira pela qual
se obteriam bons resultados com o ensino de matemética apoiada na resolucdo de
problemas. N&o existiam coeréncia e clareza no rumo desse processo para alcancar o
objetivo de ensino. Contudo, tais diferencas de concepgdes sobre o significado de

resolucdo de problemas permitiram que pesquisadores desenvolvessem trabalhos que
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atendessem a recomendacgOes da matematica escolar estabelecidas pelo National Council of
Teachers of Mathematics (NTCM). Onuchic e Allevato (2011) dizem que, na década de
1980, educadores matematicos buscaram, por meio da resolucdo de problemas,
desenvolver o ensino e a aprendizagem dos alunos que favorecessem a compreensdo de
significados matematicos.

Em 1980, o National Council of Teachers of Mathematics publicou um documento
sobre recomendacfes para o ensino, o qual indicava que a resolucdo de problemas deveria
ser foco da matematica escolar. Iniciou-se, entdo, a fase da resolucao de problemas, que, de
acordo com Onuchic e Allevato (2011, p. 78), esteve apoiada no “[...] construtivismo e na
teoria sociocultural, que tem Vygotsky como principal tedrico [...]”. A fase inicial esteve
voltada para os processos do pensamento matematico e da aprendizagem por descoberta
via resolucdo de problemas, o que contribuiu para desenvolver recursos didaticos na forma
de colecGes de exercicios, desenvolvimento de estratégias, atividades e orientacdes sobre a
avaliacdo do desempenho dos alunos nesse campo de estudo.

Segundo Santos-Wagner (2008) e Onuchic e Allevato (2011), em 1989 Schroeder e
Lester apresentaram trés modos de abordar a resolucdo de problemas em sala de aula. O
primeiro trata de ensinar sobre resolucdo de problemas. Aqui o professor ensina as
diferentes estratégias para resolver problemas e procura incentivar os alunos a aprenderem
essas estratégias de resolucdo de problemas e a discutirem sobre como resolveram alguns
problemas. No segundo modo trata-se de ensinar matematica para resolver problemas. O
professor preocupa-se em introduzir e explorar novos conceitos e procedimentos
matematicos que serdo trabalhados posteriormente na resolucdo de problemas. E por fim,
ensinar matematica por meio da resolucdo de problemas, em que problemas sdo
valorizados ndo apenas como o propasito final de aprendizagem em matematica, mas como
um meio de fazer matematica e de evidenciar conceitos matematicos durante o processo de
resolucdo. Nesse caso, o professor inicia a aula de matematica com um problema que
quando resolvido vai servir de base para que o professor sistematize com alunos conceitos
mateméaticos que foram identificados no processo de resolver este problema. E com base
nessas concepcdes que buscamos desenvolver nosso trabalho, pois, de acordo com Santos
(1997), Santos-Wagner (2008), Onuchic (1999) e Onuchic e Allevato (2004, 2011), o ideal
é que estas trés abordagens didaticas sejam exploradas pelos professores em aulas de
matematica. Diante do exposto, entendemos que sdo necessarias diversas habilidades para

compreender conceitos matematicos. Portanto, € imprescindivel que, ao resolver um
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problema, o aluno saiba questionar esse problema, identificar seus dados, transforma-los
em informagGes necessarias para a resolucdo (ou reformulacdo de novos problemas) e
verificar a prépria resposta. Isso contribui para uma aprendizagem reflexiva, e ndo apenas

reprodutora de procedimentos.

METODOLOGIA
Optamos, em nossa pesquisa, por uma abordagem qualitativa, uma vez que a base

de sua elaboracdo € constituida principalmente pela percepcdo e compreensdo (STAKE,
2008). Sob uma perspectiva qualitativa, interpretativa e naturalista (FIORENTINI,
LORENZATO, 2012), esta pesquisa teve como publico estudantes de uma turma de 28
alunos do turno matutino do quinto ano do ensino fundamental de uma escola publica
municipal de Vitoria. Para analise de dados consideramos participantes da pesquisa, apenas
15 estudantes com idades de 10 e 11 anos (11 meninas e 4 meninos), cujos pais e/ou
responsaveis concordaram com a participacdo e assinaram o termo de consentimento livre
e esclarecido (TCLE). Ressaltamos que os nomes dos sujeitos utilizados neste trabalho sdo
ficticios e escolhidos pelas préprias criancas.

Com base nesses aspectos supracitados, realizamos uma investigacdo do tipo
experimento de ensino com base em Steffe e Thompson (2000), em que buscamos
compreender a matematica dos estudantes. Para estes autores, as criangas apresentam e
constroem uma matematica que é propria delas, e por isso, € importante ouvi-las, para
compreender o que elas fazem, como fazem e por que fazem de tal forma, de modo que
possamos entender as relacfes matematicas que as criancas constroem ao resolverem
problemas matematicos.

Durante o experimento de ensino, utilizamos a observacao participante e entrevistas
com as criancas para a coleta de dados. Escutamos as criancas durante as aulas,
observarmos como se relacionavam umas com as outras e com a professora. Quanto as
entrevistas, elaboramos perguntas investigativas semiestruturadas para esclarecer e refinar
informacdes e interpretacdes dos dados da pesquisa. Para registrarmos os dados, utilizamos
o diario do pesquisador e gravacOes de audio. Em cada etapa de escrita, buscamos
evidéncias que conduzissem a compreensdo e a melhor assertiva, considerando a questao
de pesquisa: Que estratégias alunos do quinto ano utilizam para elaborar e resolver um
problema que envolve o raciocinio combinatério?

Analisamos as respostas das criangas a tarefa de resolucdo da seguinte forma: a)

analisamos as falas dos alunos durante a aplicacdo da tarefa em sala de aula; b) analisamos

Revista de Educa¢do Matematica (REMat), Sdo Paulo, v. 20, n. 01, p. 01-32, e023112, 2023, elSSN: 2526-9062
DOI: 10.37001/remat25269062v20id493
Sociedade Brasileira de Educacédo Matematica Regional Sao Paulo (SBEM-SP)



Silva, Jose da

as solucdes das criangas na ficha de elaboracdo e resolugéo de problema e apresentacao das
solugdes. Realizamos entrevistas individuais a fim de compreendermos as respostas dos
mesmos que diferenciavam das solucdes previstas pelos pesquisadores.

Nesse processo de discussdao dos dados, utilizamos as seguintes categorias de
andlise: estratégias de enumeracdo (sistematica completa, sistematica incompleta, nédo
sistematica completa e ndo sistematica incompleta) e estratégias de contagem, além de
verificarmos se as solucdes eram dadas por desenho, listagem, calculo, tabela ou alguma
outra estratégia. Tais resultados serdo discutidos na préxima secao.

Nesta etapa da pesquisa, os alunos ja haviam estudado outros contelidos
matematicos como sistema de numeracgdo, opera¢cdes matematicas de adicdo, subtracao,
multiplicacdo e divisao, e estavam sendo influenciado pelas nossas estratégias de resolucéo
de problemas e pelas estratégias da professora e de outros colegas desde mar¢co quando
iniciamos o experimento de ensino explorando outros problemas de combinatéria.

Esta tarefa de elaboracdo de problemas foi realizada em 29 de junho de 2018, ou
seja, trés meses depois de termos iniciado 0 nosso experimento de ensino com outros
problemas envolvendo o raciocinio combinatdrio. Recordamos oralmente as tarefas: (1) do
domino; (2) das barrinhas; (3) dos dados; (4) da pintura da casinha; (5) da organizacgéo de
pessoas na fila e; (6) da organizacdo de figuras geométricas que haviam sido exploradas
em momentos anteriores a este. Desenhamos no quadro algumas estratégias que eles
haviam feito de forma correta e incorreta nas tarefas de pesquisa.

ANALISES E RESULTADOS

Passados cerca de 30 minutos de retorno e de conversa com os alunos sobre os
problemas matematicos explorados em sala envolvendo o raciocinio combinatério,
entregamos uma folha com a tarefa de elaboracdo de problemas a cada aluno. Fizemos a
leitura individual e coletiva, além de discutirmos algumas ideias para elaboracdo dos
problemas. Por exemplo, conversamos com os alunos sobre um problema que poderia ser
elaborado com sete pessoas para distribuir em dois elevadores, ou distribuir sete carrinhos
entre duas caixas, ou escrever o total sete como sendo a soma de duas parcelas. Também
discutimos sobre ideias de ordenagdo, como por exemplo, organizar pessoas em uma
competicdo de corrida (em primeiro, segundo e terceiro lugares) ou pintar as faixas de uma
bandeira. Optamos por dar algumas ideias de elaboracéo de tarefas, pois sabemos que isto

ndo é trivial para os alunos. A tarefa que entregamos tinha o seguinte enunciado:
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a) Elabore e resolva um problema semelhante ao problema do domind, ou ao

problema das barrinhas, ou ao problema dos dados, com o total da soma igual a

sete. Explique como vocé pensou para resolver.

b) Elabore e resolva um problema semelhante ao da pintura da casa, ou ao

problema da organizacdo das pessoas na fila, ou ao da organizacao das figuras

geomeétricas.

Esperavamos que os alunos pudessem elaborar e resolver uma tarefa com o mesmo

modelo combinatério implicito de particdo na tarefa da letra (a) e com o modelo

combinatdrio implicito de alocacdo na tarefa da letra (b). Além disso, esperavamos que

respeitassem o parametro estabelecido (com o total sete) na letra (a) e os parametros de

ordenacdo e de ndo repeticdo de elementos na tarefa da letra (b) e que explorassem a

enumeracdo e a contagem no enunciado. Nesta etapa de pesquisa investigamos as

estratégias utilizadas pelos alunos para resolver as questdes elaboradas por eles. Veja as

categorizacOes apresentadas nos quadros a seguir (Quadro 01 e 02) dos dados de treze dos

quinze alunos que conforme j& mencionamos 0s seus responsaveis deram consentimento

para participarem da pesquisa.

Quadro 01 - Categorizagao das tarefas elaboradas pelos alunos
em relacdo ao problema de adicdo com a ideia de particdo

Quanto ao uso do modelo combinatério implicito de particdo

Atendeu ao modelo de
particdo com enunciado

Atendeu ao modelo de
parti¢do, mas néo elaborou

Iniciou a elaboracéo, mas ndo
conseguiu concluir a escrita do

Moranguinho, Pérola e
Sol

enunciado do problema problema
Claudia, Estela, Flora, Lipinho, Gongalves Athayde
Malves, Manuela, Mel, Red

Estabelecimento de pardmetros com o total sete

Respeitou o parametro
estabelecido com total sete

Nao respeitou o0 parametro
estabelecido

Nao foi possivel identificar

Claudia, Estela, Flora, Red Athayde
Gongalves, Lipinho, Malves
Manuela, Mel, Moranguinho,
Pérola e Sol
Quanto ao tipo de solucdo solicitada no enunciado
Enumeracéo de Contagem de Enumeracéo e Outro tipo | Nao solicitou
possibilidades possibilidades contagem de de (auséncia de
possibilidades contagem enunciado)
Estela, Manuela, Mel e Flora, Malves e Lipinho Athayde,
Moranguinho Sol Gongalves e
Red

Quanto ao tipo de estratégia de resolugédo

Visual (desenho, Explorou Explorou solucéo N&o explicitou | N&o elaborou
diagramas, gréaficos) | solugdo verbal | analitica (numérica, (ficou em enunciado
(oral, escrita) algébrica) aberto)
Moranguinho Estela, Flora, Lipinnho, Athayde
Mel Manuela e Pérola Malves e Gongalves
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| Sol |

Red

Tipo de operacdo, calculo ou técnica combinatdria com base na estrutura do problema

Combinagéo completa
explorando solucgdes inteiras
ndo negativas

Estela, Flora, Malves, Manuela,
Mel e Sol

Combinagéo completa
explorando solugdes inteiras
positivas

Claudia e Pérola

Principio aditivo

Moranguinho e Lipinho

N&o elaborou enunciado de
problema

Athayde, Goncalves e Red

Fonte: Elaborado pelos pesquisadores

Fizemos vérias leituras e releituras dos problemas elaborados pelos alunos, dos

estudos tedricos de raciocinio combinatorio e depois procuramos identificar se as tarefas

estavam relacionadas com o modelo combinatério implicito que trabalhamos no

experimento de ensino, se sugeriam ou ndo algum tipo de estratégia de resolugdo no

enunciado. Se os problemas atendiam ao parametro com total sete na questdo aditiva e se

era ordenado na questdo multiplicativa. Estas analises nos possibilitaram construir estes

quadros.

Quadro 02 - Categorizagao das tarefas elaboradas pelos alunos
em relacdo ao problema de multiplicacdo com a ideia de alocacdo

Quanto ao uso modelo combinatério implicito de alocacéo

Atendeu ao modelo de
alocacdo com enunciado

O problema né&o envolveu
0 modelo combinatério
implicito

N&o elaborou problema, apenas
desenhou possibilidades
respeitando o modelo de alocacéo

Athayde, Claudia, Estela
Flora, Lipinho, Malves
Manuela, Mel, Moranguinho
Pérola e Sol

Red

Gongalves

Estabelecimento de parametros de ordenacao e repeti¢do de elementos

Ordenado sem repeticdo de Ordenado com repeticao N&o elaborou O problema
elementos de elementos problema néo se aplicou
ao modelo
combinatério
implicito
Estela, Flora, Lipinho, Malves Claudia e Athayde Gongalves Red
Manuela, Mel, Moranguinho
Pérola e Sol
Quanto ao tipo de solucéo solicitada no enunciado
Enumeracao de Contagem de Enumeracéo e Outro tipo | Né&o solicitou
possibilidades possibilidades contagem de de (auséncia de
possibilidades problema enunciado)
Claudia, Estela, Mel e Athayde, Flora Sol Red Gongalves
Moranguinho Malves, Manuela e Lipinho
Pérola
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Quanto ao tipo de estratégia de presente no enunciado

Visual (desenho, Explorou

Explorou solugéo

N&o explicitou

N&o elaborou

diagramas, graficos) | solucdo verbal analitica enunciado
(oral, escrita) (numérica,
algébrica)

Athayde, Claudia, Estela, Lipinho Mel Red Gongalves

Flora, Manuela e Sol
Malves,

Moranguinho e
Pérola

Tipo de operacao, calculo ou técnica combinatdria com base na estrutura do problema

Permutacgdo simples

Estela, Flora, Lipinho
Malves, Mel, Moranguinho,

Pérola e
Sol

CombinacGes completas ou Claudia

combinacéo com repetigdo Athayde

Permutacao cadtica Manuela Gongalves — néo elaborou o
problema, mas pintou a bandeira do
Brasil com esta estrutura
Nenhuma categoria de Red

operac¢do combinatdria

Fonte: Elaborado pelos pesquisadores

Notamos que de um modo geral os alunos conseguiram elaborar problemas

envolvendo o raciocinio combinatério, embora alguns tenham tido dificuldade para

escrever enunciados. Verificamos também que os problemas elaborados pelos alunos tém

potencial para construir didlogos sobre outros tipos de ideias combinatérias envolvendo

diferentes parametros, seja de ordenacgéo, de particdo entre outros. A seguir apresentamos

0s problemas e a analise sobre os mesmos exemplificando as categorias que colocamos nos

quadros de acordo com 0 que estudamos da teoria de combinatdria, das orientacdes dos

documentos do PCN e da BNCC.
Problemas elaborados por Malves

Malves elaborou o problema da seguinte forma: Peguei 3 palitos e depois mais 4.

No total deu 7 palitos. Quantas possibilidades poderia ter pegado para dar 7 palitos?

Figura 01 — Problemas elaborados pela aluna Malves
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Fonte: Arquivo dos pesquisadores (2018)
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Em relagdo ao modelo combinatério implicito, o problema elaborado por Malves
atendeu ao modelo de particdo, respeitou o pardametro com o total sete e explorou no
enunciado a contagem de possibilidades. A aluna usou a propriedade comutativa e a
propriedade do elemento neutro da adicdo para encontrar as possibilidades, colocando os
valores num quadro. Notamos que o problema elaborado pela aluna estd de acordo com o
modelo combinatorio implicito de particdo e atendeu ao pardmetro estabelecido com o total
sete. Além disso, o enunciado explorou a contagem de possibilidades e deixou em aberto o
tipo de estratégia que poderia ser utilizada, seja por desenho, seja por solugdo numerica,
algébrica ou verbal.

A estratégia de resolucdo de Malves, usando o quadro, foi semelhante ao modo
como ela resolveu os problemas em que organizou as pessoas na fila e organizou as figuras
geométricas (tarefas (2) e (3) dos problemas de multiplicacdo com ideia de alocacdo). Essa
mesma estratégia foi utilizada no problema elaborado com a ideia de multiplicagdo. A
aluna deu indicio de que se apropriou desse tipo de estratégia e iniciou o desenvolvimento
de pensamento sistematico, fixando uma das varidveis do problema e alternando as demais
variaveis.

A mesma aluna elaborou o seguinte problema de multiplicacdo com a ideia de
alocagdo: Eu comprei no mercado massa de lasanha, carne e refrigerante. E dei para
minha m&e nessa possibilidade: massa de lasanha, carne e refrigerante. Quantas

possibilidades eu posso entregar as compras para a minha mae?

Figura 02 — Problema com a ideia de multiplicacdo elaborado por Malves
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Fonte: Arquivo dos pesquisadores (2018)

Malves atendeu ao modelo combinatério implicito de alocacdo, respeitando os
parametros de ordenacgédo e ndo repeticdo de elementos. Alem disso, explorou a contagem
no enunciado do problema. Em ambos os problemas, a aluna enumerou as possibilidades
usando a ideia de quadro e, por meio da enumeracéo, fez a contagem total. Notamos que

desenhos, listagens sistematicas e quadros podem ser mais bem explorados por professores
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sem apressar 0s alunos do quinto ano a usar mecanicamente a operacdo de multiplicagdo
no processo de contagem sem compreender esse procedimento na contagem de
possibilidades.
Problemas elaborados por Manuela

O problema de adi¢cdo elaborado pela aluna Manuela foi este: Procure todas as

possibilidades de continhas de adi¢céo envolvendo 3 algarismos que o resultado dé 7.

Figura 03 — Problema elaborado pela aluna Manuela
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Fonte: Arquivo dos pesquisadores
A aluna Manuela elaborou um problema mais complexo do que o explorado nas

tarefas do domind, das barrinhas e dos dados, pois envolve triparticdes do numero sete,
com o total de possibilidades igual a 36. Em outras palavras, consiste em encontrar as
solugdes inteiras ndo negativas da equagéo X1 + X2 + x3 = 7. Como o numero de solucdes e
maior que dez, exige uma sistematizacdo mais aprimorada dos alunos no processo de
resolucdo. Embora a aluna tenha encontrado apenas oito do total de solugdes possiveis e
ndo tenha contado com a solugdo presente no enunciado, ja demonstra indicios de um
raciocinio combinatério que atenta para 0s parametros estabelecidos e o modelo
combinatério implicito.

Notamos que o problema de Manuela estd de acordo com o modelo de particéo e
com o pardmetro cujo total € sete. Além disso, explorou a enumeracdo de possibilidades no
enunciado e solicitou uma estratégia por meio de calculos de adi¢des. Na letra (b), a aluna
elaborou um problema que usa a ordenacdo de elementos distintos e sua colocacdo em
espacos distintos. O problema elaborado pela aluna foi este: Samuel quer saber quantas
possibilidades ele tem para pintar a bandeira do Brasil com trés cores: verde, amarelo e
azul. Porém, ele ndo pode repetir as cores no mesmo lugar. Quantas possibilidades ele

tem?
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Figura 04 — Problema com a ideia de permutacao cadtica elaborado pela aluna Manuela
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Fonte: Arquivo dos pesquisadores (2018)
Embora pareca um problema de fécil resolugdo, classifica-se como uma situacéo

cuja resolucdo envolve o conceito da operacdo de permutacdo cadtica, pois 0s elementos
ndo podem ficar em seu local de origem nas novas alocages realizadas. Quanto ao modelo
combinatério implicito, o problema classifica-se dentro da alocagdo, mas difere nas
técnicas ou operacGes combinatdrias, uma vez que a resposta ndo pode ser obtida com a
aplicacdo direta do principio multiplicativo. Outra semelhanca com a tarefa que
propusemos para 0s alunos esta relacionada ao critério de ordenacao e de ndo repeticdo de
elementos, visto que a ordem em que os elementos séo alocados gera novas possibilidades
e restringe a possibilidade de repetir cores. Em ambos os problemas, Manuela realizou a

contagem usando o processo de enumerar as possibilidades.

Problemas elaborados por Claudia

No dia da realizacdo da tarefa de elaboracdo de problemas, a aluna Claudia estava
com o braco direito engessado e tentou fazer a tarefa com a méo esquerda. Os problemas
elaborados pela aluna foram os seguintes:

Elabore esses dados para dar 7.
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Figura 05 — Problema elaborado pela aluna Claudia

Fonte: Arquivo dos pesquisadores (2018)

Pinte as casinhas com as cores abaixo (vermelho, azul e verde).

Figura 06 — Problema com a ideia de alocacéo elaborado pela aluna Claudia

Fonte: Arquivo dos pesquisadores (2018)

No problema (a), Claudia elaborou uma tarefa semelhante a dos dados para o
problema da soma com a ideia de parti¢do. Ela atendeu ao modelo combinatério implicito,
respeitou 0 parametro com o total sete e solicitou a enumeracdo de possibilidades. No
segundo problema, também atentou para o modelo combinatério implicito de alocacéo.
Porém, o enunciado ndo restringiu o critério de repeticdo de elementos. A falta de
sistematizac&o e a troca simultanea das cores nos espagos da casa dificultaram que Claudia
encontrasse todas as solucOes possiveis, mas um dos fatores que levaram a isso pode ter
sido a situagdo de incomodo em que a aluna se encontrava com o brago engessado.
Portanto, pela estrutura do enunciado, esse problema da casinha elaborado por Claudia
pode ser classificado dentro das operagdes de combinagdo com repeticdo ou combinagdes

completas.
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Claudia encontrou trés maneiras de pintar a casinha com as cores azul, verde e
vermelha, mas percebemos, durante a aplicacdo da tarefa, que ela estava de certa forma
indisposta a realizar a tarefa, por ndo poder escrever com a mao direita, com a qual
realizava as tarefas de escrita cotidianamente. Talvez isso explique o fato de a aluna néo ter
conseguido escrever um enunciado claro e o fato de ndo realizar um tipo de sistematizacao

ao resolver o problema.

Problemas elaborados pela aluna Sol

A aluna Sol elaborou um problema semelhante ao das barrinhas com o total sete e
desenhou as possibilidades de forma sistemética, usando a comutatividade da adi¢do para
encontrar as possibilidades. Embora tivesse escrito oito somas com o total sete, a aluna
considerou apenas as solucdes desenhadas por ela. O enunciado do problema foi o
seguinte: Vera tem muitas barrinhas. Ela quer obter 7 com 2 barrinhas. Quantas séo as
possibilidades?

Figura 07 — Problema elaborado pela aluna Sol
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Fonte: Arquivo dos pesquisadores (2018)

De acordo com o que se pede no problema, a aluna escreveu um enunciado que tem
relacdo com o modelo combinatério implicito de particdo, semelhante ao que haviamos
trabalhado nas tarefas com a ideia de adicdo. Estabeleceu o pardmetro com o total sete e
solicitou a contagem das possibilidades, que foi realizada com base nas enumeracdes
(desenho e numérica). Em relacdo ao tipo de operacéo, ele envolve a ideia de combinagdes
completas explorando solugdes inteiras ndo negativas, isto é, quando o zero faz parte do
conjunto de elementos de contagem.

O segundo problema elaborado por Sol, usando figuras geométricas como o
pentagono, o hexagono e o losango, foi semelhante a tarefa das figuras geométricas que
haviamos trabalhado com eles: Leticia quer saber se pode ter 6 possibilidades com essas 3

formas? Sera que da certo?
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Figura 08 — Problema com a ideia de alocacéo elaborado por Sol

Y u,‘\”(" ‘o

AR $
(SV@VOL/ g A/o/: C@\"Ta?

3>D:>kb

Y

O.$O"
! \J@
o
A’
V2 ;\;\" )A.A\/f”:
\9\*\'1 b certs.

QA_J\'" S :LD)’ Se uA«(/ +¢r &
possebil i dedes com esseS 3 forinoes,

L\ ii‘i‘)~<./,

N Sedoe,

Fonte: Arquivo dos pesquisadores (2018)

Ao analisarmos o enunciado do problema, verificamos que atende ao modelo de

alocacdo e ja anuncia o possivel total de possibilidades, solicitando que seja verificado esse

total construindo as enumerac@es. Sol desenhou as sequéncias com as figuras geométricas

fixando uma delas e alterando as demais. Esse tipo de solugdo esta de acordo com a ideia

de permutacdo simples trabalhada nas tarefas de multiplicacdo que propusemos e fez a

contagem enumerando de forma sistematica, fixando uma das figuras geométricas e

alternando as demais.

Problema elaborado pela aluna Pérola

Os problemas elaborados pela aluna Pérola foram os seguintes:

Fernanda, queria saber quais eram todas as maneiras de conseguir comprar um

arco que custava 7 reais com seu dinheiro. Ajude-a descobrir. Use todas as

possibilidades! E atencéo: sé use a adi¢do de 2 nimeros.

Figura 09 — Problema elaborado pela aluna Pérola com a ideia de adi¢do
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Fonte: Arquivo dos pesquisadores (2018)
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Nesta semana, Carlos, Bernadete e Miguel, querem ser os primeiros da fila. Na
semana anterior, teve jogo do Brasil, e por isso, eles ndo puderam ir a escola.

Quantas possibilidades tém de eles serem os primeiros da fila?

Figura 10 — Problema elaborado pela aluna Perola com a ideia de multiplicaco
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Fonte: Arquivo dos pesquisadores (2018)

O primeiro problema envolveu a adicdo com a ideia de particdo solicitando a
enumeracao por meio de calculos. Consistiu em encontrar as solu¢fes ndo negativas para a
soma de dois nimeros naturais com o total sete. Quando a aluna havia escrito o problema e
apresentado a nés, questionamos se poderia fazer adicbes com varias parcelas que desse o
total sete. Pérola disse que tinha que ser com duas parcelas. Chamamos a atencdo dela
sobre o enunciado que nédo dava essa informacdo, nisso a aluna acrescentou que era para
usar adicdo s6 com dois numeros. O outro problema elaborado por Pérola envolveu o
modelo combinatério de alocacdo, atendeu aos critérios de ordenacdo e solicitou a
contagem. A aluna fixou um dos nomes e construiu as permutacdes para encontrar todas as

enumeracdes possiveis.

Problemas elaborados pelo aluno Lipinho

O aluno Lipinho elaborou o primeiro problema envolvendo o principio aditivo
integrando-o com o sistema monetario, mas o enunciado ndo explorou outras
possibilidades de enumeragbes com o total sete com a soma de duas parcelas, pois 0s

valores destas ja estavam estabelecidos. Veja o problema a seguir.
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Tinham dois irm&os e a mae deles pediu para cada um comprar uma caixa de leite

que era R$ 2,00 e outro comprar 1kg de arroz que era R$ 5,00. Quantos reais eles
gastaram?

Figura 11 — Problema de adic&o elaborado pelo aluno Lipinho

Fonte: Arquivo dos pesquisadores (2018)
O segundo problema elaborado por Lipinho foi mais complexo do que os que foram

trabalhados com a turma, pois envolveu um numero maior de ordenacdes e, de acordo com
0 enunciado, atendeu ao modelo de alocacdo e respeitou os critérios de ordenacdo e nao

repeticdo de elementos.

O grupo do Brasil € assim: Brasil, Suica, Sérvia e Costa Rica. Desenhe todos 0s
jeitos e depois escreva as possibilidades.

Figura 12 — Problema com a ideia de alocagéo elaborado por Lipinho
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Fonte: Arquivo dos pesquisadores (2018)

Para solucionar o problema, o aluno Lipinho usou ideias sistematicas fixando um
dos paises e permutando os demais. Porém, este problema exigiu maior dominio das

estratégias de sistematizacdo devido ao nimero de permutagBes necessarias para encontrar
todas as solucdes.
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Problemas elaborados pela aluna Estela
A aluna Estela elaborou um problema com as possibilidades de obter somas néo

negativas usando dois numeros naturais. Semelhante ao problema das barrinhas, a tarefa
envolveu o modelo de particdo e enumeracgédo explorando a solucéo por meio de célculos.

Mostre todas as formas de calculo que o resultado dé 7.
Figura 13 — Problema elaborado pela aluna Estela

]

A. Nle /f:& .T,A,‘f ,.; (2 o ..
AU & g //v)ﬂ;k F" LZ 7‘ W Cy X E
Q:1x6=7 3t157
b=l g - 7
o L ¥
ol D4 1/ 7

Fonte: Arquivo dos pesquisadores (2018)
Para resolver o problema, Estela usou a comutatividade da adicdo como estratégia

sistematica, para obter as todas as possibilidades de respostas. Embora tenha usado apenas somas

com duas parcelas, o enunciado ndo estéa claro em relacdo a isso. Ja o segundo problema elaborado

foi semelhante ao da organizacao das pessoas numa fila.
Ha em uma fila trés pessoas: Larissa, Maria Luiza e Amanda. Como elas poderiam

se organizar?
Figura 14 — Problema com a ideia de alocacéo elaborado por Estela

Fonte: Arquivo dos pesquisadores (2018)

O problema envolveu 0 modelo de alocacéo e atendeu ao critério de ordenacao e de

ndo repeticdo de elementos. Pelo enunciado, foi solicitada a enumeragdo das

possibilidades, e ndo a contagem, assim como no problema que elaborou com a ideia de
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particdo. Estela resolveu de forma sistematica, fixando um dos nomes em uma das

posicdes e foi alternando os demais.

Problemas elaborados pela aluna Flora

O primeiro problema elaborado pela aluna Flora foi semelhante ao da tarefa das barrinhas
de acordo com o modelo de particdo e atendeu ao pardmetro estabelecido com o total sete e
solicitou a contagem do total de possibilidades.

Além da possibilidade abaixo, quantas possibilidades temos para dar 7?

0+7

Figura 15 — Problema elaborado pela aluna Flora

S

Fonte: Arquivo dos pesquisadores (2018)
Para calcular as possibilidades, a aluna realizou adi¢gbes comutando os valores das

parcelas, encontrando as somas nao negativas com o total sete e usando dois numeros
naturais. O segundo problema elaborado por Flora foi semelhante ao da organizacdo das
pessoas na fila, porém mais complexo, pois 0 nimero de possibilidades foi maior.

Meu filho convidou trés amigos para casa. Eles vao brincar na mesa. Quais sdo as

possibilidades deles sentarem a mesa? (A mesa s6 tem 4 cadeiras).
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Figura 16 — Problema com a ideia de ancagéo.equbgrado por Flora

Fonte: Arquivo dos pesquisadores (2018)

O enunciado envolveu a ideia de alocacdo de pessoas nas cadeiras, portanto atendeu

de algarismos, semelhantemente a estratégia realizada na tarefa das pessoas na fila.
Problemas elaborados pela aluna Mel

Os problemas elaborados pela aluna Mel foram os seguintes:
a) Faca as pecas darem o resultado 7.

Figura 17 — Problema elaborado pela aluna Mel
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Fonte: Arquivo dos pesquisadores (2018)

b) Numa rua ha trés casas: 530, 531 e 532. Organize-as em uma fila.

Figura 18 — Problema com a ideia de alocacéo elaborado por Mel

Fonte: Arquivo dos pesquisadores (2018)

ao modelo implicito de alocacdo e respeitou o parametro de ordenacdo e de ndo repeticao
de elementos. Para resolver a questdo, a aluna usou a sistematizacao fixando as pessoas e

uma cadeira e permutando as demais pessoas nas outras cadeiras, representando por meio
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O primeiro problema foi semelhante ao do domind. Envolveu o modelo de particao,
porém, nem todos os desenhos respeitam o parametro com o total sete, pois a aluna
desenhou os casos (0+6) e (6+0) contando como possibilidades. Solicitou que fossem
representadas (enumeradas) as pecas com o total estabelecido. Para solucionar a questéo,
ela usou a comutatividade. O problema da letra (b) foi semelhante a tarefa das pessoas na
fila, seguindo o modelo de alocagéo e atendendo ao parametro de ordenacdo sem repetigdo
de elementos, e solicitou a enumeracdo das possibilidades. Durante o processo de
resolucdo, Mel listou as possibilidades de forma ndo sistematica e s6 encontrou 4

possibilidades.

Problemas elaborados pela aluna Moranguinho

Embora o primeiro problema fosse de parti¢do, a aluna Moranguinho elaborou um
problema de adicdo (principio aditivo) com a ideia de completar, porém solicitou a escolha
de elementos que atendam ao parametro estabelecido, e a possibilidade foi Unica devido
aos valores prefixados. Além disso, ela elaborou uma tarefa que integrou com sistema
monetario.

a) Lauratem R$ 2,00, mas ela precisa de R$ 7, 00. Selecione a quantia que dard R$

7,00.
Figura 19 — Problema elaborado pela aluna Moranguinho
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Fonte: Arquivo dos pesquisadores (2018)
Na letra (b), a aluna elaborou um problema semelhante a tarefa de organizar as

pessoas na fila, atendendo ao modelo de alocacéo e respeitando os pardmetros de ordem e

n&o repeticao de elementos solicitando a enumeracéo das possibilidades.
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b) Pedro, Amanda e Gabriel estdo numa fila para pagar conta. Mas, Amanda
parou e pensou: — Quais sdo as possibilidades de nos todos fazermos uma fila?

Vamos responder a pergunta de Amanda? Vamos Ia!

Figura 20 — Problema com a ideia de alocacdo elaborado por Moranguinho

\

Fonte: Arquivo dos pesquisadores (2018)
Moranguinho resolveu de forma sistematica usando a ideia de diagrama da arvore

de possibilidades, fixando um dos nomes e associando com 0s outros dois nomes. Essa

estratégia ja havia sido utilizada pela aluna na realizacao da tarefa da fila.

Problemas elaborados pelo aluno Red

O aluno Red ndo conseguiu elaborar o problema de adicdo com a ideia de particao
com o total sete. 1sso mostra que Red precisaria de mais tempo e de outras tarefas para
compreender a necessidade de atentar para 0s parametros ou critérios estabelecidos. Na
letra (b), elaborou uma pergunta sobre a convocacdo dos jogadores da selecdo brasileira,

mas que nao exigia raciocinio combinatorio.

Figura 21 — Desenho feito por Red para a elaboracdo de problemas com a ideia de parti¢do

Fonte: Arquivo dos pesquisadores (2018)
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Tite tem 7 jogadores bons para convocar para a copa. Os jogadores sdo:
Neymar Jr., Lucas, Douglas Costa, Lucas Paqueta, R. Firmino e Fernandino. Qual
deles estdo na copa?

Figura 22 — Questdo feita por Red para a tarefa de elaboracéo de problema com a ideia de alocagéo

Fonte: Arquivo dos pesquisadores (2018)

Embora a elaboracdo de problemas seja uma das habilidades a serem desenvolvidas
no trabalho por meio de resolucdo de problemas, contudo, ndo é uma tarefa facil como
podemos observar nas respostas do aluno Red (Figuras 21 e 22) nesta etapa de elaboragao
de problemas matematicos. Mas, este processo nos permite pensar e repensar as idas e
vindas necessarias desse processo dindmico de compreender, resolver, elaborar e propor
problemas quando se tem compreensdo da complexidade e da finalidade do processo de

ensino, aprendizagem e avaliacdo em matematica.

Problemas elaborados pelo aluno Athayde

O aluno Athayde ndo conseguiu formular um problema para a letra (a) que
solicitava uma questdo que envolvesse a ideia de particdo. Tentou criar um problema
envolvendo lapis numerados, mas ndo conseguiu concluir a ideia. Para esse aluno, seria
necessario mais tempo e trabalhar com outros tipos de problemas semelhantes que
pudessem auxilid-lo na formulacdo de questdo com esse modelo combinatdrio.

a) Tenho lapis enumerados de 0 a 7 e tenho lapis de cada nimero. Quantas...
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Figura 23 — Problema de adicdo elaborado pelo aluno Athayde

Fonte: Arquivo dos pesquisadores (2018)

Na letra (b), o aluno elaborou um problema semelhante ao da pintura das casinhas
que haviamos trabalhado em sala, mas ndo o resolveu. O enunciado atendeu ao modelo de
alocacdo e solicitou a contagem, porém ndo restringiu o critério de possibilidade de
repeticéo de cores. Veja o problema.

b) A blusa abaixo tem 3 cores para pintar: azul, verde e bege. Quantas

possibilidades vocé conseguira fazer com 3 cores?

Figura 24 — Problema de multiplicacéo elaborado pelo aluno Athayde
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Fonte: Arquivo dos pesquisadores (2018)

Embora o aluno Athayde tenha conseguido resolver os problemas propostos em
outros momentos desta pesquisa, ele teve dificuldade em elaborar problemas. 1sso nos
remete ao pensamento de que o trabalho de elaboracdo de problemas envolve outras
habilidades como a linguistica, 0 dominio dos conceitos e invariantes de um determinado
conteddo matematico. Ademais, elaborar um problema envolve uma construgdo da
aplicacdo da matematica em diferentes contextos, sobretudo em relagéo as criangas, e uma

construcdo de conexdes da matematica escolar com a matematica vivida.
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Problemas elaborados pela aluna Gongalves

A aluna Gongalves ndo elaborou o problema para a letra (a) nem para a letra (b).
Apenas escreveu somas ndo negativas com dois nimeros naturais, cujo total foi sete, e
pintou a bandeira do Brasil trocando as cores de lugar. Isso nos mostrou a necessidade de
respeitar as limitacbes e o tempo que cada aluno precisaria para resolver e formular
problemas. Além disso, nos mostrou que compreender tanto as ideias de estratégias de
resolucdo de tarefas do modelo combinatério implicito quanto de compreensdo e
identificacdo do modelo para posteriormente formular e reformular problemas séo tarefas
complexas para alguns alunos. Redigir enunciados de problemas mesmo para alunos que
trabalham com uma professora que trabalha com isso ainda € algo complexo para esta

aluna e outros desta turma de quinto ano.

Figura 25 — Somas elaboradas pela aluna Gongalves com a ideia de particao

4
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Fonte: Arquivo dos pesquisadores (2018)

Figura 26 — Desenhos elaborado pela aluna Gongalves com a ideia de alocagéo

Fonte: Arquivo dos pesquisadores (2018)
Por outro lado, o que ela registrou nos mostra o que ela compreendeu das tarefas

realizadas no experimento de ensino desde o inicio de 2018. Verificamos que, embora a
aluna Gongalves néo tivesse elaborado enunciados de problemas, as somas atenderam ao
modelo de particdo e ao pardmetro estabelecido com o total sete, exceto a soma (7+2)
escrita pela aluna, o que reforca a necessidade de ensinar os alunos a verificar se as suas
solugdes atenderam ao que estava sendo solicitado. Observamos tambeém que a pintura das
bandeiras envolveu o modelo combinatorio implicito de alocacéo e respeitou o critério de
ordenacdo e ndo repeticdo de elementos. Isso poderia ter relagdo com as operagOes de

permutacles cadticas, desde que ndo repetisse a cor em seu lugar de origem. Porém, pela
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auséncia de enunciado podemos imaginar e supor relagdes com outras operacoes
combinatorias.

As andlises dos problemas elaborados pelos alunos nos permitiram compreender
que eles tém potencial para elaborar e aprender diferentes estratégias de resolucdo de
problemas envolvendo o raciocinio combinatério. Aprendemos também que seria
importante ter outro momento do experimento do ensino com a turma, onde aplicassemos
os problemas que as criangas elaboraram para que tentassem resolver e comentar sobre o

que entenderam dos mesmos e as diferentes formas de resolver.

REFLEXOES FINAIS
A0 concentrarmos a nossa atencdo nessa pesquisa e refletirmos sobre o que

encontramos nos problemas formulados pelos alunos notamos alguns detalhes importantes.
Acreditamos que seriam necessarios outros momentos de elaboracdo de problemas
semelhantes aos que haviamos trabalhado na pesquisa. Dizemos isso porque elaborar ou
formular problemas com ideias de combinatdria exigia que os alunos se envolvessem em
pelo menos quatro etapas: a) elaborar o enunciado de um problema; b) resolver o problema
elaborado; c) usar estratégias adequadas de resolucdo e; d) analisar se 0 problema e a
solucdo tinham a mesma estrutura dos problemas trabalhados na pesquisa, isto é, analisar
se eram semelhantes as tarefas que aplicamos na turma. Trabalhar particdo junto com a
ideia aditiva e alocacdo junto com a ideia multiplicativa foram novidades para os alunos, e
isto, nos mostrou que outras tarefas precisariam ser desenvolvidas para que os alunos
pudessem consolidar os conceitos combinatorios relacionados as ideias de particdo e de
alocagdo semelhantes aos problemas trabalhados na pesquisa.

Percebemos que situacdes como a copa mundial de futebol que aconteceu na Rassia
de 14 de junho a 15 de julho, jogos escolares de 2018 e situacfes cotidianas estavam
influenciando os alunos nos processos de elaboracdo e resolucdo das tarefas. Isto nos
permite refletir sobre os cuidados necessarios que professores precisam ter quando
ensinam matematica para as criancas, adolescentes, jovens e até mesmo para os adultos.
Cuidados em termos do que acontece na sala de aula e fora dela, seja no bairro, na cidade,
no pais ou em outra parte do mundo. Precisamos ter esse cuidado ao que esta acontecendo
em termos sociais, esportivos, emocionais, politicos ou culturais, pois em alguns casos
nossos alunos podem estar mais atraidos pelos processos que ocorrem além dos muros da

escola. Essas interferéncias externas podem interferir positivamente ou negativamente em
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qualquer aula de matematica. Podem interferir ainda mais quando se tratar de elaboracdo e
resolucédo de problemas. No caso de nossa pesquisa, identificamos alunos como Lipinho,
Red, Gongalves e Malves que estavam tdo interessados na copa do mundo que esse
interesse esportivo acabou influenciando nas tarefas de elaboracdo e resolucdo de
problemas desses quatro alunos.

Outro ponto importante a ser destacado é sobre o cuidado que devemos ter ao
trabalhar com as criancas, para que os alunos ndo fiquem presos aos modelos de tarefas
dadas pelo professor e queiram construir tarefas tdo semelhantes a ponto de nao
desenvolverem a criatividade. Dai a necessidade de que o professor: a) dialogue com seus
alunos sobre o que significa elaborar uma tarefa matematica; b) oriente os alunos para que
consigam elaborar e resolver uma tarefa matematica coerente com o que foi solicitado €; c)
converse com o0s alunos sobre o que é semelhante ou diferente nas tarefas ao analisarem os
critérios de ordenacdo, os parametros estabelecidos, as regularidades, a natureza dos
elementos, e o tipo de resposta solicitada entre outras caracteristicas. Assim, num primeiro
momento os alunos podem elaborar problemas parecidos e em outros momentos, pensarem
em outras possibilidades depois deste processo.

Nos problemas de combinatoria, uma das estratégias mais comum de resolugédo €
fazer uma enumeracdo, ou seja, fazer uma listagem de possibilidades. No entanto, €
importante que o professor oriente os estudantes a fazerem enumeragdes sistematicas, mas
que também saibam elaborar outras tarefas que exigem enumeracGes. Como o professor
pode orientar seus alunos a fazerem isso? Ensinando os alunos a fixar uma das variaveis e
alterar as demais, registrar o que fizeram e assim eles poderdo aprender a enumerar
sistematicamente. Depois pode solicitar que os alunos elaborem outras tarefas
combinatdrias em que seja necessario enumerar para encontrar a resposta. Também é
imprescindivel que o processo comece com problemas mais simples, envolvendo uma
quantidade menor de casos para analisar (SANTOS, 1997). Este procedimento pode ser
depois ampliado para tarefas que exijam que os alunos elaborem problemas que solicitem
enumeracao e contagem.

A medida que os discentes adquirirem estratégias de enumeracio e contagem, eles
poderdo trabalhar com problemas um pouco mais complexos, ou seja, problemas em que o
numero de possibilidades € maior. A partir das estratégias propostas pelos alunos, o
professor poderd explorar em sala de aula, diferentes ideias para realizar enumeracao com

desenhos, diagrama da arvore, tabelas ou quadros. Também podera aos poucos, chamar a
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atencdo dos alunos focalizando nas estratégias de resolucdo de modo que eles verifiquem
que existe uma relacdo entre as enumeragdes feitas e o total de enumeracdes e a relacdo das

enumeragdes com calculos matematicos.
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